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Uber die Allgemeine Relativititstheorie

Die Newtonsche Gravitationstheorie von Isaac Newton aus dem Jahr 1678 und die Spezi-
elle Relativitdtstheorie von Albert Einstein aus dem Jahr 1905 sind inkompatibel. Gemé&f
letzterer sind Energie und Masse dquivalent, womit auch die Bewegungs- und Rotations-
energie der Materie oder die Feldenergie des elektromagnetischen Feldes zur Gravitation
beitragen muss, was in ersterer nicht beriicksichtigt wird.

Zudem sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen im Gravitationsfeld und die Newton—

Possion-Gleichung zur Beschreibung von diesem zwar galilei-, aber nicht lorentzinvariant:

2
= 5 (Ajed) = A = App*ae = Al AP R O = K™ 0D
.

# Ay "0 ® = "0, ® (1)

x/

S er (2)

Die Newtonsche Gravitationstheorie muss daher angepasst und damit verallgemeinert
werden. Da die Maxwell-Gleichungen lorentzinvariant sind ist dasselbe nicht fiir die Elek-
trodynamik notwendig.

Eine solche Verallgemeinerung erfordert nun die Ersetzung der Dichte und des Gravita-
tionspotentials durch den Energie-Impuls-Tensor und den metrischen Tensor, tensorielle
Grofsen die mehr Informationen, wie unter anderem die kinetischen Beitridge der Materie
enthalten. Zudem muss eine neue Bewegungsgleichung, die Geodditengleichung, und neue
zur Kopplung von Gravitation an Materie, die Finsteinschen Feldgleichungen, konstruiert
werden. Diese miissen lorentzinvariant sein und zudem im nichtrelativistischen Grenzfall
die Newtonsche Grevitationstheorie ergeben.

Da die Newtonsche Theorie mathematisch bereits dem elektrischen Feld &hnelt ist auch
von elektromagnetischen Effekten der Gravitation oder vom Gravitoelektromagnetismus
die Rede, denn die Verwandschaft zwischen Elektromagnetismus und Gravitation ist sehr
eng.

Ahnlich den elektromagnetischen Wellen kommt es durch die Bewegung der Materie nun
auch zu Gravitationswellen. Im Gegensatz zu elektromagnetischen Wellen, die keine elek-
trische Ladung tragen, tragen Gravitationswellen jedoch Energie und sind daher unter an-
derem ihre eigene Quelle. Die Einsteinschen Feldgleichungen oder Gravitationsgleichungen
der Allgemeinen Relativitdtstheorie sind als Konsequenz anders als die Newton-Possion-
Gleichung oder die Maxwell-Gleichungen nicht linear, was eine analytische Losung sehr
schwierig macht. Oft werden daher Naherungen wie etwa eine Linearisierung der Feldglei-
chungen fiir schwache Felder und kleine Geschwindigkeiten gemacht und die Korrekturen
zur Newtonschen Theorie betrachtet. Fiir die mathematische Formulierung seiner neuen
Theorie dachte Albert Einstein nun die von ihm gezeigte Relativitdt von Raum und Zeit
weiter und beschrieb die Gravitation als den geometrischen Effekt der durch Materie und
Energie gekriimmten vierdimensionalen Raumzeit.



Eine Quantisierung der Allgemeinen Relativitdtstheorie zu einer vereinheitlichenden Theo-
rie der Quantengravitation erfordert die Existenz von Feldquanten, den sogenannten Gra-
vitonen, welche die Gravitation iibertragen. Die Formulierung einer solchen Theorie ist
bisher noch nicht gelungen.
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(Geometrie der Raumzeit



Kapitel 1

Aquivalenzprinzip

Der Verallgemeinerung von einer flachen auf eine gekriimmte Raumzeit liegt das Aqui-
valenzprinzip zugrunde. Geméaf diesem kann nicht zwischen einem homogenen Gravita-
tionsfeld und einer Beschleunigung unterschieden werden, weshalb die Gravitation als
Tragkeitskraft interpretiert werden kann. In einem freifallenden Koordinatensystem &£
hat die Raumzeit daher lokal eine anndhernd flache Struktur.

Durch Transformation des freifallenden Koordinatensystems ¢ auf ein nicht unbedingt
freifallendes Koordinatensystem x* ergeben sich die entsprechenden gravitativen Beitrage
in diesem und Grofen aus der speziellen Relativitidtstheorie, wie Lorentz-Tensoren, das
Wegelement und der Minkowski-Tensor kdnnen verallgemeinert werden.

1.1 Riemann-Tensoren

Definition 1.1 (Riemann-Tensor). Fir einen Lorentz-Tensor (meist Indizes o, 3, v, )
wird:

Ot Oxtn aé'ﬁl agﬁk
T'ﬂ'"n” — o o TOélman 11
Ak aé'al agan ax)\l 8$>‘k B1...0k ( )

als entsprechender Riemann-Tensor (meist Indizes k, A\, p, v) bezeichnet.

Ein solcher Riemann-Tensor, oder im folgenden auch nur Tensor, transformiert sich
nun zwischen zwei Koordinatensystemen x und x’ wie folgt:

T HL b Oz oz 8561 o agﬁk 1.0
Vi...Vg a£a1 aéan ax/lq 81’/'/’“ B1...0k
_ axlul 8$/lln aw/\l ax)\k or™ ox'™ 3551 afﬁk Q] ...0m
= 8.%&1 P axﬁn 81;/’/1 P ax/l’k . a§a1 “ e 8§an aa:)\l o« o aa:)\k ﬁlﬁk
= oz dx' ax)\l (9m’\k TH1--Kn (]. 2)
833“1 e 81’”” al./m T ax/uk A1 AR .

Es werde als Abkiirzung eingefiihrt:

Definition 1.2. Fir zwei Koordinatensysteme x und x' sind:

o2’

af = P (1.3)
_ Ox¢
a5 = 5o (14)

die Transformationsmatrizen zwischen diesen beiden Koordinatensystemen.
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Damit wird die Transformation eines Riemann-Tensors aus Gleichung (1.2)) zu:

L3RR N 73 Un—=A1 — A IR1...Kn
17, =a . oakragt L apE TN (1.5)
Teils werden Riemann-Tensoren auch direkt als diejenigen mathematischen Objekte defi-
niert, die sich unter einem Koordinatensystemwechsel genau so transformieren.

Die partielle Differentiation kann mit der Kettenregel wie ein Riemann-Tensor behan-

delt werden: 5
0 ox” 0
d, = = =a’0p (1.6)
ox'*  Ox'* 0xP @
wird aber nicht zu diesen gezahlt, da sie als Operator auf nachgestellte Tensoren wirkt und
bei dessen Transformation benutzte Transformationsmatrizen nicht einfach herausgeholt

werden konnen.

Meist wird sie bei der Anwendung auf einen Tensor auch durch ein , oder | an diesem
abgekiirzt:
b oder Tk (1.7)

V1.V, V1. V| A
Definition 1.3 (Kronecker-Delta). Es ist:

_oxt [0 uFv
5#____{1 = (1.8)

das Kronecker-Delta.

Da die Definition koordinatensystemunabhingig ist muss das Kronecker-Delta ein
Riemann-Tensor sein:

/ML W M—=A __  U—=ACK
8", =0 = ala) = ol 0y (1.9)

Definition 1.4 (Delta-Tensor). Es ist:

opipm =Y sgn(o)ogi) L og) = N sen(o)dly,, - 0N, (1.10)

oE€Sym,, o€Sym,,
der Delta-Tensor.

Da dieser aus Produkten und Summen des Kronecker-Deltas besteht, welches ein
Riemann-Tensor ist, ist der Delta-Tensor tatsdchlich ein Riemann-Tensor. Mit diesem
sei nun fiir einen Riemann-Tensor T/24 definiert:

1 Hig(1)-+-H (m) Hm+1---Hin 1
Tt = =% 0 sgn(o) T 0T = g T et
" 0€Sym,, ’
(1.11)
1 1
1. fhn N M1 Un E— K1...K] U1 Un
11[V1~~~”l]l’l+1~~’/k T n! E : Sgn(o)j—‘[zjg(l)...z/(,(l)}zzHl...Vk n'61/1...l/l Tn1.-.mul+1...uk (112)
" o€Sym,; )
Ohne das Signum der Permutation sei des weiteren:
T(Ml---um)um-ﬁ—l---ﬂn R 1 TMO'(l)"'NG(m)le+1"'M’VL 1 13
Vi...Vg T m vi...Vg ( . )

" 0€Sym,,

10
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1

i1 --obn — 1 fim
T(V1...I/[)I/l+1...l/k T n‘ Z Tl/01<1>...VU(L)VH_l...Vk (114)
oESymy,
Indizes, die in den Klammern [...] und (...) nochmal von |...| unschlossen sind gelten als

von der Klammer ausgeschlossen und werden bei der Permutation nicht beriicksichtigt.
Ist ein Tensor symmetrisch bzw. antisymmetrisch in zwei Indizes, verschwindet dieser bei
Anwendung der Klammer [...] bzw. (...), sofern beide Indizes darin enthalten sind.

Mit der jeweils ersten Definition lasst sich der Delta-Tensor auch schreiben als:

gurtin = gl ghnl = gt gt (1.15)
V1...Un [l/1 Vn}
Definition 1.5 (Levi-Civita-Symbol). Es ist:
e = gl (1.16)
€vson =0 (1.17)

das Levi-Civita-Symbol (auch Permutationssymbol oder Epsilon-Tensor)

Obwohl es die Definition vermuten lasst ist das Levi-Civita-Symbol kein Tensor.

1.2 Wegelement und metrischer Tensor

Das Wegelement transformiert sich

9E* (x) 0€P
45* = pd€ (0 (x) =y 2o 9 0

Dabei wurde als Abkiirzung eingefiihrt.

dat'dz” = g, (x)datdz” (1.18)

Definition 1.6 (Metrischer Tensor). Die gekrimmte Raumzeit wird beschrieben durch die
dem Minkowski-Tensor entsprechenden Riemann-Tensor, dem metrischen Tensor:

0€°(x) 08" (x)

G (X) 1= Tag oxt  Oxv )
und dessem Inversem: Ozt(£(x)) 0z¥ (£(x))
MV . ./L»,Uf X a’/'l/ X
g (X) =17 B o 9e? (1.20)

Dieser beschreibt nun in einer gekriimmten Raumzeit das Wegelement und da er per
Definition ein Riemann-Tensor ist, ist dieses koordinatensysteminvariant:
oz’ oz
dxt dxv
Da der Minkowski-Tensor symmetrisch ist, ist es auch der metrische Tensor. Das die
beiden Tensoren tatsichlich invers zueinander sind wird gezeigt durch:

oz" Oxt 9&7 O€? _ ap. Oz o° 0z 0g*  Oa”

dztda” = gen(x)dz"dz? = d?s. (1.21)

ds” = g, (x')dz"da"” = g (x)

S _ - = g (12
9" g =108 5 365 g v L 9ga ey~ age o o O (122
N—— :6604

57
_55

Der d’Alembert- oder Wellenoperator lisst sich durch O = 9,05 darstellen. Dies liisst
sich verallgemeinern zu:

11
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Definition 1.7 (d’Alembert-Operator). Der verallgemeinerte d’Alembert-Operator ist:
0 := ¢"0,0, (1.23)
Falls Verwechselungen auftreten konnen werden die Darstellungen [, und [, benutzt.

Der metrische Tensor und dessen Invereses konnen damit als zueinander inverse Matrizen
aufgefasst werden. Fiir die Determinante des metrischen Tensors gilt nun:

g = det(gu) = €2 o, Gy Gons G3ns (1.24)
ag KoK1KoK: ag K
9 Ze O ok - 8;; oo O3k (1.25)

o
Mit:
DGy _ ag"”é” = —ag’wg%ggﬁ
Ox? ox> "™ Oz "
An die Stelle des in Gleichung (XXXX) herausfallenden Faktors g, tritt nun also g, .
Fiir p # ¢ ist dann das Produkt gey,ges, enthalten, welches symmetrisch in x, und s ist
fallt aufgrund der Antisymmetrie des Epsilontensors in diesen beiden Indizes weg. Nur
der Term mit p = £ wird iibernommen und daher:

(1.26)

d 09, )
a—i = 9“”%9 & OxIn(—g) = ¢"" g (1.27)

Das Minus wurde eingefiigt, da die Determinante n = det(n,,) = —1 des Minkowski-
Tensors negativ ist und daher auch die des zu diesem kongruenten metrischen Tensors.

Fiir die Kontraktion des Christoffelsymbols zweiter Art folgt nun:

1 v 1 v
I, = 39" (O7Gpw + Opgrw — Ougan) = 59" g = OxIny/=g (1.28)

1.3 Tensordichten

Definition 1.8 (Tensordichte). Ein mathematisches Objekt T das sich unter einem Ko-
ordinatensystemwechsel transformiert gemaps:

W1 eefbn —\W 1 Ln—=A1 — Ak K1 Kn
Tyobr =det (@) oy .. akran AR (1.29)

ist eine Tensordichte mit Gewicht W.
Die Determinante des metrischen Tensors ist eine Tensordichte mit Gewicht 2, da:
J'ox = WG = ¢ = det(a)’y (1.30)
g™ = alang" = ¢ = det(a)?g (1.31)

Meist wird die Wurzel der Determinante als Tensordichte mit Gewicht 1 genutzt:

V—g = det(@)v/—g (1.32)

12
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Aus einer Tensordichte ¥ mit Gewicht W 1asst sich so stets ein Tensor konstruieren durch:

THL--Hn — \/__g_W(S’Ml---Mn (133)

vi..Vg vy...Vg

Das Volumenelement transformiert nun gemaf:

4,1 _ ' 4 4
d*z" = det 8_d x = det(a)dx (1.34)
x

Mit Gleichung (|1.32) folgt, dass
d'V = d*z/—g (1.35)

invariant unter einem Koordinatensystemwechsel ist. Es wird daher invariantes Volumen-
element genannt.

Das Levi-Civita-Symbol ist zwar kein Tensor, aber Tensordichte:

ghttin — det(a)wafjll Soahrettn = det (@)W ~teprsn L ehepin (1.36)
e/m-nun = det(a)wa;ﬁ - 'aZZGVL..un = det(a)WHEm---un = €ut.pin (1.37)

Da die Definition koordinatensystemunabhéngig ist muss das kontravariante Levi-Civita-
Symbol eine Tensordichte mit Gewicht 1 und das kovariante eine mit Gewicht —1 sein.
Nun sind:

i i g g (138)
Em---un =, VTG (1-39)

Tensoren.
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Kapitel 2

Die Geodatengleichung

Die Geoditengleichung beschreibt die Bewegung eines Teilchens in einer gekriimmten
Raumzeit. Sie ersetzt die Newtonsche Bewegungsgleichung und zeigt, dass des weiteren
auch das Gravitationspotential als Triager der Information iiber die Gravitation ersetzt
werden muss, namlich durch den metrischen Tensor.

2.1 Herleitung der Geodatengleichung
aus dem Aquivalenzprinzip

Gemih des Aquivalenzprinzips kann stets ein Inertialsystem mit einem freifallenden Koor-
dinatensystem £ gefunden werden, in welchem die Gravitation lokal verschwindet und fiir
die Bewegung eines ansonsten kréftefreien Teilches damit das dritte Newtonsche Gesetz
gilt: )

d*¢* .

el k (2.1)
Dabei ist k% ein alle nichtgravitativen auf die Masse bezogenen Kraftdichten enthaltender
Lorentz-Tensor. Durch Transformation auf ein anderes Koordinatensystem x* folgt mit
dem entsprechenden Riemann-Tensor k7 daraus:

der d 06 dat\  0&™ d*xt 9% datdx¥ oo
dr2  dr \9zr dr ] Oz dr2? Oxrdzy dr dr
3*2 2,.0 o 2 ¢ m v
ok, d*z?  0x7 0°¢* datdx 1o (2.2)

dr? * 0€® QxtOxv dr dr -
Es werde als Abkiirzung eingefiihrt:
Definition 2.1 (Christoffelsymbol zweiter Art). Der Ausdruck:

. @ 82£a
w9 Qan Y

(2.3)

st das Christoffelsymbol zweiter Art.

Dieses ist nach dem Satz von Schwarz symmetrisch in den beiden kovarianten Indizes:

M, =17, (2.4)
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Es enthilt die Information iiber die Gravitation und aufgrund der Ahnlichkeiten der De-
finitionen ist zu vermuten, dass es sich durch den metrischen Tensor mithilfe von dessen
erster differentiation ausdriicken lésst.

Gleichung (2.2)) ergibt nun die endgiiltige Form der Geoddtengleichung:

d?z° da? dz¥
- o % T kO 2.5
dr2 mdr dr (2:5)

Fiir masselose Teilchen wie Photonen verschwindet der Eigenzeitparameter d7, daher wird
stattdessen allgemeiner der Bahnparameter d\ verwendet.

Der Bezeichnung Geodétengleichung kommt daher, dass ihre Losungen, die Geoddaten oder
Geoddtischen genannt werden, in der gekriimmten Raumzeit jeweils die kiirzeste mogliche
Verbindung zwischen zwei Raumzeitpunkten sind.

2.2 Herleitung der Geodatengleichung
aus dem Variationsprinzip

Mathematisch wird diese Eigenschaft dadurch ausgedriickt, dass die Geodétengleichung
dquivalent zum folgenden einfachen Variationsprinzip ist:

5325/d>\£:0 (2.6)

Die Lagrangedichte ergibt sich nun durch:

ds da# dav\ /2 _ da# dav\ /2
s = /dS = /d/\ﬁ = /d)\ (guyﬁa) iﬁ(A,I’,LE) = (guyﬁa) (27)

Die zum Hamiltonschen Variationsprinzip dquivalente Lagrange-Gleichung fiihrt auf:
AOL DL (A0 LN dede
dvoi  orr 2L \ax \ Mo T wIm N A
(A A e
“oc \ax \Ian T Im g ) T O
1 d?zr 1 da* dz”
ey Z (gnp d)\Q + § (a“gm/ + az/g'u,n - ang#y) ﬁﬁ) — 0 (28)

Durch Anwendung von ¢?" folgt:

d?z° 1 dz* da”
—g7" a KV au Kk an v) 3N~ N

0 (2.9)

Dies ist wieder die Geodétengleichung, wobei sich das Christoffelsymbol hier bereits in
der wesentlich hiufiger verwendeten Darstellung aus dem metrischen Tensor ergeben hat.
Diese ist dquivalent zur Definition (2.1]), wie sich durch explizites Ausrechnen zeigen lisst.

15
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2.3 Christoffelsymbole

Satz 2.2. Das Christoffelsymbol zweiter Art hat die dquivalente Darstellung:

1
Do = 597" (Ourw + vy = Oy (2.10)

aus dem metrischen Tensor.

Bewezs.

1
5905 (augnu + aug;u@ - amguu)

15007 da" 0 (000N 9 (9508 0 (09 o
2" e 9eB M\ Bar \ 9xr 92 ) T 9w \ 9wk 9zr ) am \ Dk D
2

15007 Oa" { 927 a¢d a2 027 a¢d A 9%’

o0& &P "ho\ Bzrdar Dz T Oxt Dxrdrr | Dxhdav Dxk | Oak DridrH
e e 0o 9
Ox®Oxt Oxv  OQxt OxrOxY

1 5027 0x" o8 920 0%¢7 00 0x° 0%~
20 0&> 9Ep Oxr Qztdxv — Qxtdx¥ Oz 0> QxHoxv
0
Definition 2.3 (Christoffelsymbol erster Art). Es ist:
1
F)\uu = g)\arfw =3 (aug)\l/ + aug,u)\ - a)\g/u/) (212)

2
das Christoffelsymbol erster Art.

Aus Gleichung (XXXX) iibertragt sich die Symmetrie der hintern beiden kovarianten

Indizes:
Dy =Ty (2.13)

F[)\;w} = F)\[,ulz} =0 (214)
Zudem ergibt sich die Identitét:

1
F)\uu + Fu)\z/ - 5 (a,ug)\u + augu)\ - a)xg,w/ + a)\g;w + aug)\u - a,ug)\u) - augkp, (215)

Das Christoffelsymbol zweiter Art ist kein Tensor, denn es transformiert sich gemaf:

e ox'" 9*¢* 0x" 9z 0 (850‘ 81‘”)
FATT g ggtripd T Ox 9Ee Q'™ \ Dz O

029z (9> Qat dx¥  OE* DPx¥

- Oz Qg (8:6“81;” oz 9z OV 89(:’“83:’)‘)

0’ 9t Ox¥ O’ O%a” %™

= aﬁ&ﬁ@ﬁfzy + aﬁm (216)

0z Ox'® §z/» M OxT dx' Ox'

Zusitzlich zu den Christoffelsymbolen wird meist definiert:

(o} vV1To OK 1 V QN0
[7:=g"T7, = 97" 0" gus — §g“ 0 G- (2.17)
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Satz 2.4 (DeDonder-Eichung). Fs gibt stets ein Koordinatensystem, in dem:
I =0. (2.18)
Dies ist die DeDonder-Eichung (auch harmonische Eichung) des Koordinatensystems.

Beweis. Wird die Transformation des inversen metrischen Tensors nach Gleichung (77?)
darauf angewendet ergibt sich:

" =a(I"+027) &I =a " - Oz" (2.19)

Fiir ein Koordinatensystem 2’ ergibt damit das Losen der Differentialgleichung:
2™ =a)l"” (2.20)
stets ein Koordinatensystem x”, in dem I'” = 0. ]

Satz 2.5. Die Hamiltonfunktion eines Teilchens der Masse m und Impuls p ist:

1
H — %, 2.21
(w,p) = 5—p7p (2.21)
Beweis. d SH |
$O’

— — 7 2.22
dr Opo 2mp ( )

dp? 0H 1
b = —— 0, gu\p"p 2.23
dr 0%, 2m IeAP"P ( )
O
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Kapitel 3

Newtonscher Grenzfall der
Geodatengleichung

Die Geodétengleichung muss fiir kleine Geschwindigkeiten und statische (also zeitunab-
héngige) schwache Felder den nichtrelativistischen Newtonschen Grenzfall ergeben:

2 2 i
dx:—VCID bzw. &z

a2 gz =170 (3.1)

Die Verwendung des Minkowski-Tensors, fiir den sdmtliche Christoffelsymbole verschwin-
den, kann diesen nicht ergeben, es ist daher zu vermuten, dass eine Korrektur mit dem
Newtonschen Gravitationspotential ® gemacht werden muss.

Fiir kleine Geschwindigkeiten ist nur die zeitliche Komponente relevant und eingesetzt
in die homogene Geodatengleichung (2.5)) ist damit:

dz? dat d?zt
~e,—~0=

dr 7 dr dr2

~ —cT},. (3.2)

Fiir statische Felder verschwinden sémtliche Zeitdifferentiationen dy des metrischen Ten-
sors, womit fiir das Christoffelsymbol zweiter Art nach Satz ({2.2)):

2zt 2
12 ~ Egjajg(]o. (33)

. 1 ..
It = —igljajgoo =
Fiir schwache Felder werden zudem die rdumlichen Komponenten des metrischen Tensors
als jene des Minkowski-Tensors genédhert:
2, 2

d°z i ! ii
12 ~ Eﬁjajgoo =n"0;. (3.4)

g~ =
Der Newtonsche Grenzfall manifestiert sich nun in der Stérung der goo-Komponente durch:

goo =1+ = (3.5)
Die Integrationskonstante von +1 ist notig, damit sich fiir & — 0 die Minkowski-Metrik

ergibt. Die Storung kann nun als Parameter interpretiert werden, der den Einfluss relati-
vistischer Korrekturen angibt.
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Kapitel 4

Kovariante und Lie-Differentiation

Das Problem mit der partiellen Differentiation in der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist,
dass die Anwendung auf einen Riemann-Tensor nicht unbedingt wieder zu einem Riemann-
Tensor fithren muss. Deshalb ist es n6tig eine neue Art der Differentiation zu konstruieren
fiir die dies der Fall ist.

4.1 Kovariante Differentiation

Die partielle Differentiation eines kontravarianten Vektorfeldes ¢ transformiert geméfs:

ozt 0 [0x'* Ozt 2P 07 Ozt O%a'”
/ /P o _ o
Ot 02" Oae (6$‘f§ ) 02" 0z° Oar * ox'" 6$“8x"§
Ozt
_“Oépﬁufa — WQ?QZ U. (41)

Der hintere Term verhindert, dass sich 9,£7 wie ein Tensor transformiert und erinnert
an den der dies in Gleichung auch beim Christoffelsymbol zweiter Art verhindert.
Durch Kombination transformiert sich nun die Gréke 9,67 + I',£” wie ein Riemann-
Tensor, der als V,£7 bezeichnet wird:

2 W1 82 T
! 1P 10 A — o 0w A o —— o T Aev
0.8+ 17,87 =akald,&" — ERTTn S apant? + < arasafly, + ap_@:):”‘“@f’\> a;é
— atal (9,87 +T9,6") . (4.2)

Die partielle Differentiation eines kovarianten Vektorfeldes ¢ transformiert geméf:

9 = ozt 0 [ 0x” _Oz* d9z” OC, n foating ¢
kS A T axlﬁ 83:“ ax/)\ v - 8xlﬁ ax//\ 8I“ ax/liax/)\ v
e 82 v
10,6, + PR — (4.3)

Wieder durch Kombination mit Gleichung (2.16) transformiert sich nun die Grofe 9,¢, —
I'7,Co wie ein Riemann-Tensor, der als V., bezeichnet wird:

T@ %O
= OZgOé(pT (aMCV - uVCU) . (44)

Mit diesen Uberlegungen kann nun eine neue Art der Differentiation definiert werden.

foadind o - 0x™ .
8,% A F/p/\< - OZ# aHCV o' Ox 1A CV o (Oé‘,iakagl“w —) apCV
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Definition 4.1 (Kovariante Differentiation). Fir einen Riemann-Tensor T} i ist:

VAT/ i = QETWtin L TR oy DA

V1.V Vy...Vg Ao 1.V Ao ULV
_T9 H1--Pn __To H1---Hn
F/\ulTa...uk F)\Vszll...a (4.5)

die kovariante Differentiation des Tensors.

Jeder kontravariante Index muss also durch einen +I'-Term und jeder kovariante durch
einen —I'-Term beriicksichtigt werden. Mit der Produktregel der partiellen Differentiation
fiir den ersten Term folgt, dass die kovariante Differentiation ebenfalls die Produktregel
erfiillt.

Die kovariante Differentiation eines Tensors ist wieder ein Tensor, wie sich durch eine
recht aufwendige Rechnung zeigen lidsst. Meist wird sie auch durch ein ; oder || an diesem
abgekiirzt:

Th b oder Thk (4.6)

V1. VR V1. VE||A

Gelegentlich findet sich auch die Schreibweise D) statt V.

Die kovariante Differentiation ldsst sich mit Gleichung (1.33) allgemeiner fiir eine Tensor-
dichte mit Gewicht W definieren, wenn diese zunéchst in einen Tensor umgewandelt und
dann wieder auf ihr urspriingliches Gewicht gebracht wird. Dies fiihrt zu einem Zusatz-
term:

W - ’
VaEr =v—g Vialv—g "l
— a}\THl...un _ WFH)\T[LL..M” + Fltl (I’O’...un + . ‘I‘ Funz;u...a

V...V K V...V Ao .V Ao ~v..vg
_T9° H1-fn _T9° H1---pn
F)\Vls:cr.‘.uk ce F)\uk(zzq...a . (47)

Die kovariante Differentiation eines Tensors und einer Tensordichte fiihrt bei Abwesenheit
von Gravitation mit verschwindenden Christoffelsymbolen jeweils wieder auf die partielle
Differentiation zuriick und eignet sich daher dafiir bekannte Gesetze ohne Gravitation auf
solche mit dieser zu verallgemeinern.

Fiir die kovariante Differentiation eines kontravarianten Vektorfeldes ¢ gilt mit Gleichung
(11.28):

ai - aj, —g&t
Vi = 0,8 + T, = 0,0+ g Y - OnlV0E)
V=i Vg
& V=gV, =0, (\/—gf“) . (4.8)
Dieses Resultat lasst sich im Gaufsschen Integralsatz anwenden, wobei dabei auch das
invariante Volumenelement aus Gleichung (1.35) auftaucht:

/E AV Vet = /Z Az =gV &t = /E Az, (vV=g&") = fgg dn, v—g¢".  (4.9)

Fiir die kovariante Differentiation eines antisymmetrischen Tensors F' gilt mit Gleichung
(11.28):

oV - FMV
VR = 3, 4 T po 4 T e = g w4 por 09 OV o)
L V=g V=g

=0

& =gV, F" =0, (V=gF"). (4.10)
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Dieses Resultat ldsst sich ebenfalls im Gaufsschen Integralsatz anwenden:
/ 'V vV, F = / d'z \/=gV,F" = / d*z 0, (vV—gF") = f dn,, /—gF". (4.11)
b b b o5
Die kovariante Differentiation des Delta-Tensors verschwindet, da:

Vel = 0¢0 — Tg,00 +Te,0] = =%, +T%, = 0= Vot = 0. (4.12)

&vo oy Vi...Un
Die kovariante Differentiation des metrischen Tensors verschwindet aufgrund von Glei-
chung (2.15)), woraus folgt, dass dieser mit der kovarianten Differentiation kommutiert:

Veguw = O — Fgugov - Fguglw = e = Lvey = Tpey =0
= Ve (gaTilhm) = g Vel (4.13)

V1...Vg

Mit diesen beiden Resultaten verschwindet auch die kovariante Differentiation des inversen
metrischen Tensors, woraus folgt, dass dieser auch kommutieren:

Veg" = 0\Veg™ = g™ gaVeg™ = §"'Ve (9g™) = 9" Vedy =0

= Ve (g Tppm) = g™ VTt (4.14)
Fiir die Eigenzeitdifferentiation gilt:
d dz* 0
S ) 4.15
dr  dr oz (4.15)

Durch die verallgemeinernde kovariante Differentiation ldsst sich auch die Eigenzeitdiffe-
rentiation verallgemeinern.

Definition 4.2 (Totale Eigenzeitdifferentiation). Es ist:

D
="V (4.16)

die totale Eigenzeitdifferentiation.

Das totale Differential eines Riemann-Tensors ist damit:

DT;Ll...,LLn — V)\T/—"l---;ufndx)‘ (417)

V...V V1.V

4.2 Lie-Differentiation

Definition 4.3 (Lie-Differentiation). Fir einen Riemann-Tensor Thl:kn und ein diffe-
renzierbares kontravariantes Vektorfeld & ist:

LTl =870, T =Tt 0,8 — . = Th 7 0,8H
+TH 0,87 + .+ Th 40, 67
=&V I TNV = = TV

FIH N, 87+ T, £ (4.18)

die Lie-Differentiation des Tensors.
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Fiir die Lie-Differentiation des Vektorfeldes & selbst gilt:
LM =E70,8" —£70,8" = 0. (4.19)
Fiir die Lie-Differentiation eines anderen kontravarianten Vektorfeldes ( gilt:
LeCH =E70,0" — (70,81 = =LV (4.20)

Mit der Produktregel der partiellen Differentiation folgt, dass die Lie-Differentiation eben-
falls die Produktregel erfiillt. Es resultiert nur die Lie-Differentiation von vollstdndig kon-
travarianten Riemann-Tensoren wieder in einem Riemann-Tensor, da:

LT = 70T —T70,6" = £09,(alT") — T8, (a€")
= al(£PD,T" — TP9,%) + £PT"0 0 — &5 TPO 0k = ol LT" (4.21)

LT, =0T, + 1,087 =&0,(@)Ty) + aya, T 0.(ag8P)
= (€0, Ty, + T,0.8") + & T (0,a], + aya0.af)
=a, LT, + 7T (0,0, + agay,0.a7 ). (4.22)

Analog fiir Riemann-Tensoren mit mehreren ko- und/oder kontravarianten Indizes. Fiir
die Lie-Differentiation des metrischen Tensors gilt mit Gleichung (2.15)und (4.13)):

ﬁﬁg;w = goaagm/ + gm/aufo + g,uoal/é-a = goua,ué-g + Fyﬁmgﬁ + guaaygo + Fuuﬁgﬁ
= goy(auga + Ffmg{) + guo(aufa + angﬁ) = gauvuga + guovuga
= V“&, + VV{'M X V(Nﬁy). (4.23)

651[’52(“ = £§1 ( ZPaﬁcﬂ - Cpapgg)

= ﬁ'aa (558[,(’“ - C’)(?pfg) - (52'08[,(" - Cpapfg) aoff
= ffﬁgpapafu (424)
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Kapitel 5

Krummungstensoren

Die Christoffelsymbole zweiter Art eignen sich zwar zur Beschreibung der Kriimmung der
Raumzeit, denn sie verschwinden fiir eine flache und werden zudem in der Geodatenglei-
chung benutzt, jedoch sind sie aufgrund ihres Transformationsverhaltens nach Gleichung
keine Riemann-Tensoren. Durch geeignete Kombination lasst sich aus ihnen jedoch
ein Riemann-Tensor konstruieren.

5.1 Riemann—Christoffel-Kriimmungstensor

Im Gegensatz zu partiellen Differentiationen kommutieren kovariante nicht unbedingt
miteinander. Sei £ ein kontravariantes und ¢ ein kovariantes differenzierbares Vektorfeld,
dann ist:

Vs VUIE” = (VVy = Vi V)€ = V(0,6 + T, = V(9,8 + 1,67
= 0,(0,6” + T),6") — (35”+F”A5)+F” (0,67 + 756"
)

0, (0 + T,EY) + FT (08 +T7,6%) — (aufT +I7,6Y)
= 0u([)\6") + 10, (0,67 +T7,6Y) — (pré’“) —T0.(0.8 + 17,6
= (8#F5A 0 Fp)\ + FZTFZ/—)\ FIC)TF;)\) fA Riuyg (51)

Vi, VilGy = (VuVy = Vi V)G = V(006 = T7,6) = V(8,6 — TE)
= 0u(00Cx = T75Cp) = T (0 = T75G0) = T (006 = T7,C)
D (0uln = T05Cp) + FT 0:0 = T2,6) + T70(0,G — 1%.¢,)
= —0u(T0\C) = Tin(0uGr = T4,.G,) + 0, (T0,Cp) + T (0uGr — T4,C,)
- (aurg,\ - &’FZA +I° 17, —I° 17 ) ¢ = /\ng (5.2)

UTE VA VT A

Erstaunlicherweise enthilt das Ergebnis beide Male keine partiellen Differentiationen der
Vektorfelder ¢ bzw. £. Im letzten Schritt wurde jeweils als Abkiirzung eingefiihrt:

Definition 5.1 (Riemann-Christoffel-Kriimmungstensor). Der Riemann-Tensor:

Ry = -=2(I%}

Apv Alp,v] + Fx\[u vt ) 9 Fiu a’/Fip, + FZO'FKV - Fgariu (53)

ist der Riemann—Christoffel-Kriimmungstensor (auch Riemann-Kriimmungstensor), der
bei Abwesenheit von Gravitation verschwindet.
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Aufgrund der Konstruktion in den Gleichungen (5.1)) und (5.2)) folgt, dass dieser tat-
sdchlich ein Riemann-Tensor ist, was ebenso mit der Definition gezeigt werden kann.

Satz 5.2. Der Riemann—Christoffel- Kriimmungstensor ist tatsachlich ein Riemann-Tensor,
transformiert also gemdfs:

R, = alatakag Ry, (5.4)
Beweis. Aus der Transformation des Christoffelsymbols zweiter Art nach Gleichung (2.16])
folgt durch Anwendung von @7 und Umstellung:

821:71'

W — _ZF,Z)\ - E’;@” 4 . (55)

AT pv

Durch Differentiation nach z* und erneutes Einsetzen der Gleichung mit vertauschten
Indizes ergibt sich:

3 T 2. P

oz B 0°x ' - or,

= A T

Oz ox ox't  Ox'cdxP " P ot
0%zt 0% orr
S Y iy
ox'®0x! ox'ox! oxv

= (a'1T¢ —a%a'rr ) 1 +a”—8F/ZA

- ¢ ¢&p §-p=Cn KA P Hgl€

_ —,uF/C _&a' T YarTT —at (e 178 _—C—ﬂl'w " _—u—u—vaFZV
At wg T Al ) Oty = X \ Ot de T N\l gn ) L = X0\ 55

or orn

_ = KA ¢ P =V =V W e T _ TP TT

=ay < e + ngF . Qo pye FWFW FWFW
P | e prC G

— (atayr’, + atayrs + atarrse) I, (5.6)

Werden die Indizes k und £ vertauscht und die resultierende Gleichung von dieser abge-
zogen kiirzen sich die I'T'-Terme heraus und:

— 8F/i/\ 8F’2/\ ¢ P ¢ e
Q¢ (ax/ﬁ o o't —FF&,F KA _Fﬁpr I3

orT,  ors
—alasay ( B S+ I, =T8T ) = 0. (5.7)

oxv o vpt vp vt pp

Durch Anwendung von «! ist dies genau die Transformation des Riemann—Christoffel-
Kriimmungstensors als Riemann-Tensor. [

Satz 5.3. Die beiden Gleichungen und sind Spezialfille der allgemeineren
Gleichung:

I:VKJ V)\]T/J‘l)un —_ Rlu‘l TO',Uzn + L + R,LLn Tlul,,,o'

ViV TRAT V1.V ORAT V...V
o Ulefin _ po U] oo fhn
V1I§)\TO'...1/k cee Ruk/{/\Tul...a : (58)
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5.2 Kovarianter Kriimmungstensor

Meist wird der Kriimmungstensor in eine vollstéindig kovariante Form iiberfiihrt.

Definition 5.4 (Kovarianter Kriimmungstensor). Der Riemann-Tensor:

R/{)\mx = Gkp RY

Apv

(5.9)
ist der kovariante Kriimmungstensor.

Aus Gleichung (j5.1)) folgt die Darstellung:

R = Grp (0,15, — 9,15, + 10,15, — 2,15,

9rp (O, 5, — 0T = Gro (977 0T ons — 9 0T ony + Lorv0u9”” — TonuBug”)
= 0l — Ol iy + Torv9xp0u9” — UonnGrpOug”
= 0u(Ozgrv + Ougrr — Ocgrv) — Ou(OrGrp + OuGr — Oxgap)
— Ol + avgfwriu

= (a)\ugnu + aﬁug)\u - amug)\u - akugmu)
- (FHPH + FPH#)ng + (FHPV + FPHV)Fi,u (510)
Rn)\;w = (a)\ugﬁz/ + 8nug)\u — an,ug)\y — a)\ygnp,) + Fpﬁuriu - Fpmp,rgy (511)

Daraus ergeben sich direkt die algebraischen Symmetrien:
RK)\/LV = R,u,un)\ = _R)\np,u = _RHAV,U,' (512)

Satz 5.5 (Bianchi-Identititen). Fir den Riemann—Christoffel- Krimmungstensor und den
kovarianten Krimmungstensor gelten die algebraische (erste) und differentielle (zweite)
Bianchi-Identitét:

Buu] =0< RH[)\;W] =0 (513)
R = 09 Rejug = 0. (5.14)
Beweis. XXXX N

Definition 5.6 (Kretschmann-Skalar). Der Wert:
K := Ry R (5.15)
ist der Kretschmann-Skalar.

Der Kretschmann-Skalar hat eher geringe Bedeutung, da meist ein anderes Skalar fiir
die Raumzeitkrimmung benutzt wird.
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5.3 Ricci-Tensor und -Skalar

Definition 5.7 (Ricci-Tensor). Die Kontraktion:
R, =R}, (5.16)

des Riemann—Christoffel- Kriimmungstensors st der Ricci-Tensor.

Definition 5.8 (Ricci-Skalar). Der Wert:
R:=g"R,, (5.17)
ist das Ricci-Skalar.

Korollar 5.9 (Palatini-Identitét fiir Lie-Ableitungen). Fir die Stdrung des Ricci- Tensors
gilt die Palatini-Identitat:

'CER;MJ = vU(‘CfFZV) - VV('CSFZU) = VJ(‘CEFZV) - VM(ESFZO')' (518)

Satz 5.10. Aus der differentiellen Bianchi-Identitdt folgt:
1
VR = §8AR. (5.19)

Beweis. Mit der differentiellen Bianchi-Identitédt nach Gleichung (5.14)), den Symmetrien
des kovarianten Kriimmungstensors nach Gleichung (5.12)) und Gleichung (4.14) ist:

K v K 1
9" 9" (Reruve + Rowe + Roreuw) = 0cR — g™ g™ (Rawven + Rinuew)
E1g K v
= aER — 9" Ry — 9)\ Ryew

—0.R— 2R, "B (5.20)
Durch die Anwendung von ¢** und Umstellung folgt die Behauptung. [

Der Satz lasst sich mithilfe von Gleichung (4.14) auch umschreiben zu:

1 1
V. (R’“ — gg”)‘) = V,.R™ — §g”AVKR = V,.R™ — 58*1&’ =0. (5.21)

5.4 Einstein-Tensor

Definition 5.11 (Einstein-Tensor). Der Riemann-Tensor:

R

G =R, — 3 G (5.22)
wird Einstein-Tensor genannt.
Aufgrund von ¢"G,, = —R wird er auch spurinverser Ricci-Tensor genannt. Glei-
chung (5.21)) wird nun kiirzer zu:
V.G = 0. (5.23)
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5.5 Kriimmungstensor in zwei Dimensionen

XXXX

5.6 Kriimmungstensor in drei Dimensionen

XXXX
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Kapitel 6

Raumzeitsymmetrien

6.1 Killing-Felder

Basierend auf Gleichung (4.23) wird definiert:

Definition 6.1 (Killing-Vektorfeld). Ein differenzierbares kovariantes Vektorfeld &, dass
die Killing-Gleichung:
Leguw X V&) =0 (6.1)

erfullt, wird Killing-Vektorfeld genannt.
Lemma 6.2. Ist der metrische Tensor unabhéingig von der Koordinate x, dann ist:
=208 baw. & =gn (6.2)
mit X fest, ein Killing- Vektorfeld.
Beweis. Mit Definition ist:
Vo) ¢ V& + Vil = 08 + 008 — 217,86
= 0w + OvGin — Ourw — OuGur + Osguw = 0. (6.3)
O

Einem Killing-Vektorfeld entspricht eine skalare Gréfse die entlang von Geodéten er-
halten bleibt. Mit der Geoditengleichung (2.5) und der Killing-Gleichung (6.1)) ist:

d dat dzt da” d?z° 5 . dat dx”
5 (65) 06 o &g = 06T T
dzt dz” 1 d\ da” da# da”
v, S v vt gy e O (64
Vibn ax — 2 Vb TV gy = Velo gy gy =0 (64)
Satz 6.3. Fir ein Killing-Vektorfeld gilt:
fz\;u;u = _wakga' (65)

Beweis. Mit der Killing-Gleichung (6.1), Gleichung (5.2) und der algebraischen Bianchi-
Identitéat nach Gleichung (5.13)) ist:

fk;u;u + éu;A;u + fu;u;/\ X (5/\;1/ - 51/;)\);# + (fu;k - fA;u);v + (&/W - gu;V);A
= [v/u vl/]f)\ + [Vua v)\}fu + [v)\a vu]gu
= (RZVA + Rg)\,u + Rg\,uu)ga = 0. (66)
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Wieder mit Gleichung (5.2)) ist damit:

£A;u;;¢ = _fu;)\;zx - gv;u;A = _fu;)\;u + gu;l/;k = [Vw VA]&# = _wa}\fo- (6'7)
O]

Ist die Kriimmung des Raumes, also der Riemann—Christoffel-Kriimmungstensor, {iber-
all bekannt, lasst sich das Killing-Vektorfeld nur durch Kenntnis des Wertes und des Wer-
tes der ersten kovarianten Differentiation an einer Stelle bestimmen. Die Antisymmetrie
bei letzterem schriankt damit die Anzahl der linear unabhéngigen Killing-Vektorfelder in
einer N-dimensionalen Raumzeit auf:

N(N-1) N(N+1)

N = 6.8
+— 5 (6.8)

ein. Allgemeiner lédsst sich definieren:
Definition 6.4 (Killing-Tensor). Ein kovarianter Tensor T,, ., , der die Killing-Gleichung:
V(MTVI._,VR,) =0 (6.9)

erfillt, wird Killing-Tensor genannt.

6.2 Homothetische und konforme Felder

Definition 6.5 (Homothetisches Vektorfeld). Ein differenzierbares kovariantes Vektorfeld
&, dass mit einer Konstante A die homothetische Gleichung:

'Cfg;w X v(ugy) = )\g,w (610)
erfillt, wird homothetisches Vektorfeld genannt.

Ist die Konstante A allgemeiner eine Raumzeitfunktion A\(x) werden die Gleichung und
das Vektorfeld auch konform genannt. Allgemeiner lisst sich definieren:

Definition 6.6 (Homothetisches Tensorfeld). FEin kovarianter Tensor T,, .., der mit
einer Konstante A die homothetische Gleichung:

V(,U,lel...l/k) = /\Tl/l...uk <611>
erfillt, wird homothetischer Tensor genannt.

Ist die Konstante A allgemeiner eine Raumzeitfunktion \(x) werden die Gleichung und
das Tensorfeld auch konform genannt.

6.3 Affine Felder

Definition 6.7 (Affines Vektorfeld). Ein differenzierbares kovariantes Vektorfeld &, dass
die affine Gleichung:
VU[ngW] 0.8 VJ[V(M&,)] =0 (6.12)

erfillt, wird affines Vektorfeld genannt.
Allgemeiner lasst sich definieren:
Definition 6.8 (Affiner Tensor). Fin kovarianter Tensor T,, ., , der die affine Gleichung:
VoViily, 0y =0 (6.13)

erfillt, wird affiner Tensor genannt.

29


samueladrianantz.net

Kapitel 6 — Raumzeitsymmetrien Samuel Adrian Antz, |samueladrianantz.net

6.4 Kriimmungs-Kollineation (CC-Feld)

Definition 6.9 (Kriimmungs-Kollineation). Ein differenzierbares kovariantes Vektorfeld
& fir das:

LR, =0 (6.14)
wird Krimmungs-Kollineation (oder CC-Feld) genannt.
Satz 6.10. Jedes affine Vektorfeld ist eine Krimmungs-Kollineation.

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 7

Kovarianzprinzip

Bisher formulierte Gesetze ohne Gravitation, also in einer flachen Raumzeit, kénnen durch
das Kovarianzprinzip auf Gesetze mit Gravitation, also in einer gekriimmten Raumzeit,
verallgemeinert werden.

N = Guv bzw. no‘ﬁ — g (7.1)

O =V, (7.2)

In Abwesenheit von Gravitation fallen der metrische Tensor und die kovariante Differen-
tiation eben wieder auf den Minkowski-Tensor und die partielle Differentiation zuriick.

Nun ergibt sich etwa fiir die Anwendung des d’Alembertoperators auf ein Skalarfeld nach
dem Kovarianzprinzip:

20,050 — —g"'V, Vb = — gV, 0,8 = —g" 0,0, + g" T, 0
= O + T°0,0 (7.3)

Da nach Satz (2.4) stets ein Koordinatensystem gefunden werden kann, fiir das I = 0
ist in diesem die Klein-Gordon-Gleichung mit Gravitation wieder die urspriingliche:

(O+4m*) =0 (7.4)

apapqvb = ap (gpa o¢) = gpa p077/1 + (apgpa)aaw
— Olgtp — (T7 + g7'T% )0, = Dhgtp — T2, 074 (7.5)
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Kapitel 9

Allgemein relativistische
Elektrodynamik

Korollar 9.1. Die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen
Feld wird zu:

Du? du?
m% =m (% + F55u7u6> = qF,pu” (9.1)

Satz 9.2 (Coulomb-Ampére-Gesetz). Das Coulomb-Ampére-Gesetz wird zu:

Ou (V=9F") = V=9j". (9-2)

Beweis.
V¥ =0, " + T F7 + T F*
= 0" 4 V=g 0/ —gF"
-1 N4 -V
= V=9 0, (V=gF"™) =j (9.3)

Satz 9.3 (Gauk-Faraday-Gesetz). Das Gaufi—Faraday-Gesetz wird zu:

MO\, = 0. (9.4)

Bewezis.

\/_—g—leﬁ)\p,zxv)\Fw/ _ /_—g_lgﬁ/\ul/(a/\FMV — FK}LF‘TV - FKVFMU)
_ ,—_g—leﬁz\,ul/ﬁ)\ij =0 (95)

wobei die vorletzte Gleichheit folgt, da die Christoffelsymbole zweiter Art symmetrisch in
ihren unteren beiden Indizes, der Epsilontensor jedoch antisymmetrisch in diesen ist. [
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Kapitel 10
Spinprazession

Nicht nur die Translationsbewegung eines Teilchens, sondern auch dessen Eigendrehbe-
wegung oder Spin wird vom Gravitationsfeld sowie dessen Beschleunigungen beeinflusst.
Dies wird als Spinprdzession bezeichnet.

10.1 Geodatische Prazession

Die geoddtische Prizession ist die Prazession eines Teilchens im Gravitationsfeld. Betrach-
tet wird ein Teilchen mit einem konstanten Spin, also fiir das:

ds”
— =0 10.1
dr ( )
Die Anwendung des Kovarianzprinzips fiithrt auf die der Geodédtengleichung (2.5) dhnliche
Gleichung:
Ds?  ds”
_ % uts’ =0 10.2
dr dr TS (10.2)
Die entsprechende kovariante Form der Gleichung ist:

Ds, ds,
dr  dr

— I, uts, =0 (10.3)

Der Betrag des Spins bleibt bei der Spinprézession konstant, da:

ds? ds? ds,
d—j— — So’% _|_ di_ SV — _]_—‘ZVUMSVSU _|_ FZVU/MSVSO' — O (104)

Oder kiirzer: 4 Ds? . .
S s s’ Sy
_— — = o T v = O 105
dr dr 5 dr + dr ° ( )

10.2 Thomas-Prazession

Die Thomas-Prazession ist die Préizession eines beschleunigten Teilchens ohne Gravitati-
onsfeld.
ds” 1 du”

s LA e 10.6
dr czdrsu ( )
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10.3 Fermi-Transport

Der Fermi- Transport ist die Prazession eines beschleunigten Teilchens im Gravitationsfeld.
Sie folgt aus der Anwendung des Kovarianzprinzips auf die Thomas-Prézession:

Ds? 1 Du”®
= ——"" s’ 10.7
dr c? dr Sl ( )
Oder ausformuliert:
dS/JJ g L UV 1 du}{ K 174 ag
- + 19, uls” = -3 ( - + T u'u ) Skl (10.8)
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Kapitel 11

Energie-Impuls-Tensor

1 1
TMV = — (FMAF)\V + = IQAFK)\gMV) (111)
Ho 4
Der Laue-Skalar verschwindet aufgrund der Antisymmetrie des Feldstérketensors:
1
T =g"Ty =— (F"*Fyx + FoF™) =0 (11.2)
Ho
Too = pc® (11.3)
vV, T" =0 (11.4)

Satz 11.1. Aus der Energie-Impuls-Erhaltung V, T = 0 folgt mit einem beliebigen
Killing- Vektorfeld £ die Kontinuitdtsgleichung:

OulV=gT"E,) = 0 (11.5)

Beweis. Mit Gleichung (4.8)), der Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors und der Killing-
Gleichung (6.1)) ist:

aﬂ[\/__ngwgy] = \/__gvu(TlW&/) = \/—_QTWVM&/

VY v
= 5 s (Vufy + V‘L&,) =/ —gT" V(Mf,,) =0 (11.6)
O
Definition 11.2 (Laue-Skalar).
T :=g¢"T,, (11.7)

11.1 Materie-Kollineation (MC-Feld)

Definition 11.3 (Materie-Kollineation). Ein kovariantes differenzierbares Vektorfeld &
fur das:

LeTy = &0,y + 15,0, +T1,,0,6° =0 (11.8)
wird Materie-Kollineation (oder MC-Feld) genannt.
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Pseudotensoren

12.1 Landau—Lifschitz-Pseudotensor

Definition 12.1 (Landau-Lifschitz-Pseudotensor). XXXX

v 1 nz 1 K v KL v
try, = ——(G" + Agu) + H—gam(—g(g Aght — gt g™

12.2 Einstein-Pseudotensor
Definition 12.2 (Einstein-Pseudotensor). XXXX

XXXX
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Kapitel 13

Newtonscher Grenzfall der
Feldgleichung

Die Einsteinschen Feldgleichungen sind gekoppelte partielle Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung und beschreiben wie die Energie-Impuls-Verteilung die Raumzeit kriimmt.
Sie konnen nicht einfach hergeleitet werden, sondern werden durch plausible Annahmen
und Forderungen konstuiert. Zundchst muss die Newtonsche Feldgleichung fiir den nicht-
relativistischen Grenzfall enthalten sein. Diese ist mit den Gleichungen und (11.3):

rG

A®:47TGp:>Ag00: 1
C

TOO = :‘iT()() (131)

Wobei als Abkiirzung eingefiihrt wurde:
Definition 13.1 (Einsteinsche Gravitationskonstante). Der Wert:

K= 8:4(; (13.2)
st die Einsteinsche Gravitationskonstante.
Die lorentzinvariante Verallgemeinerung fiihrt auf:
Ugap = KTup (13.3)

Die Anwendung des Kovarianzprinzips fithrt auf keine sinnvolle kovariante Feldgleichung,
da nach Gleichung die kovariante Differentiation des metrischen Tensors stets null
wird:

Odas = =9V Vagu =0 (13.4)

Zudem muss noch der Energie-Impuls-Tensor tirgv des Gravitationsfeldes selbst beriick-
sichtigt werden, denn auch dieses enthalt Energie und ist damit unter anderem die eigene
Quelle. Die Struktur des Energie-Impuls-Tensors wird jedoch iiblicherweise aus einer be-
reits bestehenden Theorie abgeleitet, wie etwa bei der Elektrodynamik, und ist daher fiir
das Gravitationsfeld vollkommen unbekannt:

Dgag = H(Taﬁ + ti?v> (135)

Wird dieser auf die linke Seite gebracht und die kovariante Verallgemeinerung von dieser
als neuer Riemann-Tensor G, bezeichnet, ergibt sich folgende provisorische Struktur der
Feldgleichungen:

G, = KT}, (13.6)
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Dieser Riemann-Tensor ist nun vollkommen unbekannt. Es kénnen jedoch folgende For-
derungen aufgestellt werden:

I.) G, ist symmetrisch, da 7}, symmetrisch ist

II.) G, wird aus den ersten und zweiten Differentiationen des metrischen Tensors ge-
bildet und ist quadratisch in den ersten und linear in den zweiten.

I11.) Aufg“rund der Energie-Impuls-Erhaltung nach der Koninuitétsgleichung ((11.4) und
der Ubertragung durch die Feldgleichung (XXXX) gilt:

V.G" =0 (13.7)

IV.) Fiir kleine Geschwindigkeiten und statische schwache Felder muss sich der Newton-
sche Grenzfall ergeben:
GOO ~ Agog (138)

Mit den ersten beiden Forderungen ldsst sich zeigen, dass der Tensor die Form:
G, = aR,, +bRg,, (13.9)

haben muss, wobei a und b vorerst unbekannte Konstanten sind. Die Gleichungen ([13.7))
und (|13.8)) legen diese nun fest. Aus Gleichung (?7) folgt sofort, dass b = —a/2 sein muss,
also:

G =a <RW — ggw,> (13.10)

Im nichtrelativistischen Grenzfall dominiert die Tyo-Komponente der ruhenden Materie
und damit die Gyo-Komponente jeweils gegeniiber den anderen Komponenten des Tensors.
Nun gilt:

§" G = —R ~ ¢"Gy (13.11)
Damit ist: R )
Goo = Roo — 5900 = Ry + 5 900900 Goo = Goo =~ 2R (13-12)

~1
Fiir statische Felder verschwinden sémtliche Zeitdifferentiationen dy des metrischen Ten-
sors und fiir schwache Felder konnen die I'T'-Terme des Ricci-Tensors vernachlissigt wer-
den, sowie g ~ 7" genihert werden, mit Rog ~ —;T}, ist:

GOO >~ —28ZF60 = 82 (gijajgoo) = ﬁijaiajgoo = _AQOO (1313)
R
G = Ry — Eg‘“' = —KT,, (13.14)
Damit ist a = —1, aber dieses wird meist auf die rechte Seite des Energie-Impuls-Tensors

geschrieben. Nun ist die Struktur von G, bekannt:
Die finalen Einsteinschen Feldgleichungen haben nun die Form:

R
9w = _/{‘T/,LV (1315)

G =R, — 5

Die Spurbildung durch Anwendung von g*” ergibt einen einfachen Zusammenhang zwi-
schen Ricci- und Laue-Skalar:

R=kT (13.16)
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Wird dieser wiederrum eingesetzt ergibt sich eine dquivalente Formulierung der Feldglei-
chungen mit gespiegelter Struktur:

T
Ry = —k (TW - §gw,> = —wT%, (13.17)

Durch die Konstruktion des Einstein-Tensors mit V,G* = 0 ist die Energie-Impuls-
Erhaltung (XXXX) bereits in den Feldgleichungen enthalten.

Aufgrund der Symmetrie der Feldgleichungen bestehen diese statt aus sechszehn nur aus
zehn algebraisch unabhéngigen Gleichungen, wobei wegen V,G* = 0 nur sechs davon
funktional unabhéngig sind. Der Verlust von vier Freiheitsgraden entspricht der Wahl
von vier Koordinatentransformationen, die eine Losung g,, in eine andere Losung g,
iiberfiihrt.

13.1 Vakuumfeldgleichungen

Die Einsteinschen Feldgleichungen im Vakuum, also fiir einen verschwindenden Energie-
Impuls-Tensor, womit der Laue-Skalar 7" und nach Gleichung ([13.16]) auch der Ricci-Skalar
R null sind, werden Vakuumfeldgleichungen genannt:

Ry, = 0. (13.18)

Die beschriebene Raumzeit ist damit eine Ricci-Mannigfaltigkeit. Die Losungen der Vaku-
umfeldgleichungen werden Vakuumlosungen genannt. Der Minkowski-Tensor der flachen
Raumzeit ist trivialerweise eine giiltige Losung, sofern die Vakuumfeldgleichungen iiberall
in der Raumzeit gelten.

13.2 Einstein—-Maxwell-Gleichungen

Die Einsteinschen Feldgleichungen im mit elektromagnetischen Feldern gefiillten Vaku-
um, also mit dem elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensor nach Gleichung (?7?), des-
sen Laue-Skalar T nach Gleichung (XXXX) verschwindet, ebenso wie der Ricci-Skalar R
nach Gleichung , werden Finstein-Mazwell-Gleichungen (oder Elektrovakuumfeld-
gleichungen) genannt:

K 1
R, = — (F#AFM + ZFNAF“A%J . (13.19)
Ho

Die Losungen der Einstein-Maxwell-Gleichungen werden FEinstein—Mazwell-Lisungen ge-
nannt.

13.3 Lambdavakuumfeldgleichungen

Die Vakuumfeldgleichungen mit dem kosmologischen Term werden Lambdavakuumfeld-
gleichungen genannt. Mit T}, = 0 und 7" = 0 in Gleichung (XXXX) ist diese:

Ry, = Agu (13.20)

Die beschriebene Raumzeit ist damit eine Einstein-Mannigfaltigkeit. Die Losungen der
Lambdavakuumgleichungen werden Lambdavakuumlisungen genannt.
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Elektromagnetischer Feldstarketensor

Definition 14.1 (Elektromagnetischer Feldstérketensor). Der elektromagnetische Feld-
stirketensor ist definiert als:

0 E./c E,/c E./c
—E./c 0 -B. B,
—-E,/c B, 0 -—-B,
~E.Je -B, B, 0

Fr = grAY — 9 AF = (14.1)

Definition 14.2 (Dualer elektromagnetischer Feldstarketensor). Der duale elektromagne-
tische Feldstirketensor ist definiert als:

0 -B, -B, -B,

B, 0 E./Jc —E,/c
B, —FE./c 0 E./c
B, E,/Jc —E./c 0

~ 1
P o= 56/”“1% = (14.2)

Die Maxwell-Gleichungen lassen sich mit dem Feldstérketensor kompakter ausdriicken.
Die vier homogenen Gleichungen (zweite und dritte) sowie die vier inhomogenen Gleichun-
gen (erste und vierte) werden zu:

O FH = 0 bzw. 9,F* = 0, (14.3)
OuF™ = pioj” (11.4)

Durch die Anwendung der partiellen Differentiation 0, folgt die Kontinuitatsgleichung:
0,7 =0 (14.5)

In einer gekriimmten Raumzeit werden die partiellen Differentiation verallgemeinert durch
die gaufische kovariante Differentiation:

VAFR = 0 baw. V, " =0, V,F" = pgj” (14.6)

Durch die Anwendung der gaufsschen kovarianten Differentiation V, folgt die Kontinui-
tatsgleichung:
V.,j" =0 (14.7)

Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes ist:

1
7% = PR + L—Lgo‘ﬁF,y(;F”‘s (14.8)
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Einstein—Hilbert-Wirkung

Ahnlich wie bereits die Geodiitengleichung lassen sich auch die Einsteinschen Feldglei-
chungen aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip bzw. der Euler-Lagrange-Gleichung
herleiten.

Satz 15.1 (Einstein-Hilbert-Wirkung). Die Einsteinschen Feldgleichungen minimieren

die Einstein-Hilbert-Wirkung:

R —2A
2K

Sgn = % /d4x\/—g ( + Lmat) (15.1)

Dabei ist L, die Lagrange-Dichte der Materie fiir die:

T, = — O (V=9 L) (15.2)
N

0S8 = /d4m5\/—g (R —2A

2K

R
+ Lmat) +v—g (ﬂ + Mmat) (15.3)

Definition 15.2 (Gibbons-Hawking—-York-Randterm). Fir eine Raumzeit mit Rand muss
zusdtzlich die Gibbons-Hawking—York-Term:

1
Sery = —/ d*y ev/—hK (15.4)
Kk Jom

berticksichtigt werden.
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Kapitel 16

Losungsansatze

16.1 Standardform und isotrope Form

Der Minkowski-Tensor im kartesischen Koordinatensystem (t,z,y, z) wird durch Trans-
formation auf Kugelkoordinaten (¢,7,9, ¢) zu:

N = diag (1, -1, —r*, —r*sin(v)?) (16.1)
Definition 16.1 (Standardform). Der Lisungsansatz:
g = diag (A(r), =B(r), —r*, —r*sin(¥)?) (16.2)
fiir isotrope statische Gravitationsfelder wird Standardform genannt.

Die Koeflizienten des Ricci-Tensors werden zu:

A __A“+A' A BN A (16.3)
" 2B "4B\A  B) rB '
A" A (A B\ B
=——|=-—4+=)-— 16.4
=97 4A<A+B) B (16-4)
r (A B 1
- 1 (== — 16.
Rao +QB(A B>+B (16.5)
Rgg = R22 Sin(l?)Q (166)
Alle Nichtdiagonalelemente sind null.
Die Geoditengleichung (2.5) wird in der Standardform zu:
d2a2° dz° dr
= —In(A) —— 16.
dr? n(4) dr dr (16.7)
d?r A (dz®\® B [(dr\® r [(dI\® de\°
—=——|—] —= | — = | = —sin(¥)? | == 16.8
dr? 2B ( dT) 2B <d7’) i B (d7> i B sin(v) <d7’) (16.8)
d2y 2 dr dv do\?
— = ———— —sin(¥ 9) | — 16.9
dr? rdrdr sin(v) cos(?) (dT) (16.9)
d?p 2 dr dop dd de
— = ———— —2cot(V) —— 16.10
dr? rdrdr cot( )dT dr ( )
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Gleichung ((16.9) kann durch:

T
V== 16.11
i (16.11)
gelost werden. Die Bahn bleibt somit stets in einer Ebene.
d220 dz® dr
= —In(A) —— 16.12
dr? n(4) dr dr ( )
2 / 0\ 2 / 2 2
dr A (de’\"_ B (dr - de (16.13)
dr? 2B \ dr 2B \dr B\ dr
d?p 2drde
—r__zZ--r 16.14
dr? rdrdr (16.14)

48


samueladrianantz.net

Kapitel 17

Koordinatentransformationen

17.1 Schwarzschild-Koordinaten

Definition 17.1 (Schwarzschild-Koordinaten). XXXX

17.2 Lemaitre-Koordinaten

Definition 17.2 (Lemaitre-Koordinaten). XXXX

17.3 Kerr—Schild-Koordinaten

Definition 17.3 (Kerr-Schild-Koordinaten). XXXX

17.4 Kruskal-Szekeres-Koordinaten

Kruskal-Szekeres-Koordinaten, entwickelt von Martin Kruskal und George Szekeres in den
1950er Jahren, vereinfachen die Beschreibung von Schwarzen Léchern.

Definition 17.4 (Kruskal-Szekeres-Koordinaten).

~ r t
ct = ’1 — | e¥ sinh <C—) (17.1)
s rs
1/2
- r t
= ’1 ~ I e¥s cosh (C—) (17.2)
s rs

(17.3)

r=rg <1+W (CQPT—FFQ)) (17.4)
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Schwarzschild-Metrik

Die Schwarzschild-Metrik, entwickelt von Karl Schwarzschild und unabhéingig von Johann
Droste im Jahr 1916, war die erste exakte und ist die einfachste nichttriviale Losung der
Vakuumfeldgleichungen und beschreibt das statische Gravitationsfeld einer ungeladenen,
nicht rotierenden, radialsymmetrischen und zeitunabhéngigen Massenverteilung|2].

18.1 Aufere Losung

Da der Energie-Impuls-Tensor auferhalb der Massenverteilung verschwindet miissen die
Vakuumfeldgleichungen (13.18)) betrachtet werden. Der Ansatz fiir die Schwarzschild-
Metrik in Kugelkoordinaten sei die Standardform nach Definition (16.1)). Aus Gleichung

(16.3) und (16.4) folgt:

ROQ Ry . 1 A B’ o ;o .
2+t g5 =3 <Z+§ =04 In(AB) =0 < AB = const. (18.1)
2GM 2GM\ !
ds* = (1 - ¢ Adt* — (11— ¢ dr? — r?dQ? (18.2)
c2r c2r

Fiir M — 0 fihrt diese auf die Minkowski-Metrik zuriick.

18.2 Ereignishorizont

Falls ein Schwarzes Loch beschrieben wird divergiert die Schwarzschild-Metrik fiir » — 0.

Zudem wird sie singuldr fiir:
2GM

1 =0 (18.3)

c2r
Das fiihrt auf:

Definition 18.1 (Gravitationsradius). Der Wert:

_aM

c2

TG (18.4)

st der Gravitationsradius eines Kdrpers mit Masse M.
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Definition 18.2 (Schwarzschild-Radius). Der Wert:
2GM

c2

rg = 2rg = (18.5)

st der Schwarzschild-Radius eines Kdrpers mit Masse M.

Die Singularitdt am Ereignishorizont lasst sich durch eine Transformation der Schwarzschild-
Metrik auf Kruskal-Szekeres-Koordinaten beheben und ist daher lediglich eine Koorina-
tensingularitéat.

18.3 Birkhoff-Theorem

Theorem 18.3 (Birkhoff-Theorem). Fine sphdrisch symmetrische Lisung der Vakuum-
feldgleichungen ist statisch und die Schwarzschildlosung.

Das Birkhoff-Theorem ist die relativistische Verallgemeinerung des Newtonschen Scha-
lentheorems. Insbesondere zeigt sie, dass radiale Bewegungen der Materie die Schwarzschild-
Metrik im Aufenraum unveréndert lassen und diese Bewegungen damit insbesondere keine
Gravitationswellen verursachen.

Beweis. XXXX N

18.4 Innere Losung

Die innere Schwarzschild-Metrik beschreibt das Gravitationsfeld im Inneren eines Sterns
aus einer idealen Fliissigkeit, also mit dem Energie-Impuls-Tensor nach Gleichung (XXXX).
Betrachtet wird ein statischer Stern mit verschwindenden rdumlichen Geschwindigkeits-
komponenten, also u’ = O[I].

Gut"'u” = goo (u0)2 =A (u0)2 L2 = Ailc (18.6)

Zudem folgt:
Uy = gopu" = goou’ = Au® = VAe (18.7)
T,, = diag (pc2A, PB, Pr?, Pr* sin(q?)z) (18.8)

T 1
39w =5 diag ((pc® + 3P)A, (pc® — P)B, (pc® — P)r*, (pc® — P)r*sin(¥)?)

T =T~
(18.9)

Die Feldgleichungen (XXXX) mit

A A (A A A’ K
Bo==55 " 1B (z " E) 5~ =gl sPA (1810)
A// A/ A/ B/ B/ . K 9
=i~ (z - E) B =l =gl = PB (1811
r (A B 1 K
R =—1+35 (z B E) B =l =5 =Pt (18.12)

Da sowohl R33 = Raysin(1))? nach Gleichung ((16.6)), als auch Ty = Ty, sin()? nach Glei-
chung (XXXX) ist die Gleichung der 33-Komponente dquivalent zu der der 22-Komponente.
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Es folgt aus den drei Gleichungen:

Ry Rin Ra B’ 1 1 )
- = 18.13
2A + 2B + r2 Br2 2 + Ar? Fpe ( )

Multipliziert mit r? folgt durch Umstellung:

<1>' =1 kprt = Ar) = (1 - “—CQM(T)) L (1 - M>l (18.14)

A 4y c2r

Das ergibt die Toleman—Oppenheimer—Volkoff-Gleichung:

P GMp <1 P ) <1 N 47””3P> <1 ~ QGM) (18.15)

dr 72 pc? Mec? c2r

Die hinteren drei Faktoren ndhern sich dabei im nichtrelativistischen Grenzfall alle jeweils
eins an, was auf Gleichung (XXXX) zuriickfiihrt.
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Kapitel 19

Reissner—Nordstrom-Metrik

Die Reissner—Nordstrom-Metrik, gefunden von Hans Reissner und Gunnar Nordstrgm in
den Jahren 1916 bis 1921, beschreibt das statische Gravitationsfeld einer geladenen, nicht
rotierenden, radialsymmetrischen und zeitunabhidngigen Massen- und Ladungsverteilung.
Sie verallgemeinert die Schwarzschild-Metrik.

19.1 Aufere Losung

Da der Energie-Impuls-Tensor aufkerhalb der Massenverteilung aufgrund des elektrischen
Feldes gerade dem Feldstérketensor nach Gleichung (XXXX) entspricht, miissen die Einstein—
Maxwell-Gleichungen betrachtet werden. Der Ansatz fiir die Reissner—Nordstrgm-
Metrik in Kugelkoordinaten sei die Standardform nach Definition ((16.1)):

20GM  GkeQ? 0GM  GkeQ?\
ds? = (1 — + c >c2dt2 — (1 — + @ ) dr? —r?dQ*  (19.1)

c2r cAr2? c2r cAr2?

Fiir @ — 0 fiihrt diese auf die Schwarzschild-Metrik zuriick.

19.2 Ladungsinduzierte Antigravitation

Der Beitrag der elektrischen Ladung zum Gravitationsfeld ist abstofsend, der Abstand
unter dem der antigravitative Beitrag, auch Reissner—Nordstrom-Repulsion, iiberwiegt ist
gegeben durch:

d (1 _26M | GkCQQ) _2GM 2GkeQ? k@

— 0 19.2
dr =T ( )

cr cir? c2r? cAr3 M2

Fiir ein Elektron ist dies gerade der klassische Elektronenradius.

19.3 Cauchy-Horizonte und -Flachen

Falls ein Schwarzes Loch beschrieben wird divergiert die Reissner-Nordstrgm-Metrik fiir
r — 0. Zudem wird sie singular fiir:

2GM  GkoQ?
B n c@”

1 =0 (19.3)

c2r cAr?
Dies fiithrt auf:
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Definition 19.1 (Cauchy-Horizonte). Die beiden Radien:

1
rei= s (rs +./r2 - 47%) (19.4)

sind die Cauchy-Horizonte des Schwarzen Lochs.

Dabei ist der dufere Cauchy-Horizont r,, der sich zwischen dem Schwarzschild- und
Gravitationsradius befindet, der Ereignishorizont des Schwarzen Loches. Der innere Cauchy-
Horizont r_ befindet sich dagegen im Schwarzen Loch.

Fiir |Q| = M fallen die beiden Cauchy-Horizonte am Gravitationsradius zusammen, fiir
|Q| > M werden sie dagegen imaginér und die Singularitit wiirde nicht von einem Ereig-
nishorizont umschlossen werden. Dies wird als nackte Singularitit bezeichnet. Dies wire
etwa fiir ein Schwarzes Loch mit Masse und Ladung eines Elektrons der Fall.

Da die elektrische Ladung Schwarzer Locher durch elektrische Strome in der Akkretions-
scheibe schnell neutralisiert wird, werden geladene Schwarze Locher in der Astrophysik
eher selten betrachtet.

Die Singularitdt am Ereignishorizont ldsst sich durch eine Transformation der Reissner—

Nordstrgm-Metrik auf Kruskal-Szekeres-Koordinaten beheben und ist daher lediglich eine
Koorinatensingularitét:

19.4 Innere Losung

XXXX
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Kapitel 20

Spezielle Koordinatensysteme

20.1 Eddington—Finkelstein-Koordinaten

Definition 20.1 (Eddington—Finkelstein-Koordinaten). XXXX

r:=r—rsln

1_1‘
Ts

XXXX

20.2 Gullstrand—Painlevé-Koordinaten
Definition 20.2 (Gullstrand—Painlevé-Koordinaten). XXXX
t=t—a(r)

XXXX

20.3 Boyer—Linquist-Koordinaten

(20.1)

(20.2)

Boyer—Linquist-Koordinaten, entwickelt von Robert Boyer und Richard Linquist im Jahr
1966, vereinfachen die Beschreibung von rotierenden Schwarzen Lochern und verallgemei-

nern die Kugelkoordinaten.

Definition 20.3 (Boyer—Linquist-Koordinaten).
x=vVr2+a?sindcosp
y = Vr2+a?sindsinp

z =rcost
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Kapitel 21

Kerr-Metrik

Die Kerr-Metrik, gefunden von Roy Kerr im Jahr 1963, beschreibt das statische Gravi-
tationsfeld eines ungeladenen und rotierenden Schwarzen Lochs, sie eignet sich nicht fiir
ausgedehnte Korper. Sie verallgemeinert die Schwarzschild-Metrik.

Die Koordinatensingularitit am Ereignishorizont kann durch eine Transformation auf
Kerr—Schild-Koordinaten vermieden werden.

Im Jahr 2017 wurde eine innere Losung fiir die Kerr-Metrik gefunden|4].

21.1 Ereignishorizonte und Ergosphére
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Kapitel 22

Kerr—Newman-Metrik

Die Kerr—Newman-Metrik, gefunden von Ezra Newman im Jahr 1965, beschreibt das sta-
tischen Gravitationsfeld eines geladenen und rotierenden Schwarzen Lochs, sie eignet sich
nicht fiir ausgedehnte Korper. Sie verallgemeinert die Reissner-Nordstrgm- und Kerr-
Metrik.

Die Koordinatensingularitit am Ereignishorizont kann durch eine Transformation auf
Kerr-Schild-Koordinaten vermieden werden.

22.1 Ereignishorizonte und Ergosphare
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Kapitel 23

Penrose-Prozess

Der Penrose-Prozess, von Roger Penrose im Jahr 1969 entwickelt, ist eine Moglichkeit die
Rotationsenergie eines Schwarzen Loches in dessen Ergosphire zu extrahieren.
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Kapitel 24

deSitter- und Anti-deSitter-Metriken

Die deSitter-Metriken mit A > 0 und die Anti-deSitter-Metriken mit A < 0, gefunden von
XXXX im Jahr XXXX, verallgemeinern die Schwarzschild-, Reissner—Nordstrom-, Kerr-
und Kerr-Newman-Metrik jeweils fiir eine nichtverschwindende kosmologische Konstante
A. Die Schwarzschild—deSitter-Metrik war dabei die erste exakte und ist die einfachste
nichttriviale Losung der Lambdavakuumgleichungen ((13.20)).

24.1 der Schwarzschild-Metrik

Die Schwarzschild-deSitter-Metrik (SdS-Metrik) und die Schwarzschild-Anti-deSitter-Metrik
(SAdS-Metrik) sind gegeben durch:

A AN\
ds? = (1 _Is_ 57’2) Adt? — <1 - —7‘2> dr? + r2d0? (24.1)

24.2 der Reissner—Nordstrom-Metrik

Die Reissner—Nordstrom—deSitter-Metrik (RNdS-Metrik) und die Reissner—Nordstrom-
Anti-deSitter-Metrik (RNAdS-Metrik) sind gegeben durch:

-1

re A re A
ds?2= (1= 49 22 2qe (18,10 Dh2) g2 2402 (24.2)
r r2 3 r o r2 3

24.3 der Kerr-Metrik

Die Kerr-deSitter-Metrik (KdS-Metrik) und die Kerr-Anti-deSitter-Metrik (KAdS-Metrik)
sind gegeben durch:

Die KAdS-Metrik hat keinen Ereignishorizont.

24.4 der Kerr—Newman-Metrik

Die Kerr-Newman—deSitter-Metrik (KNdS-Metrik) und die Kerr-Newman-Anti-deSitter-
Metrik (KNAdS-Metrik) sind gegeben durch:

Die KNAdS-Metrik hat keinen Ereignishorizont.
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Kapitel 25

Abbassi—Gharanfoli-Metrik

Die Abbassi—-Gharanfoli-Metrik, gefunden von Amir Abbassi und Sohelia Gharanfoli im
Jahr 1999, ist eine nichtstatische Schwarzschild—deSitter-Metrik
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Kapitel 26

Schwarzschild—Tangherlini-Metrik

Die Schwarzschild—Tangherlini-Metrik, gefunden von Karl Schwarzschild und Frank Tang-
herlini im Jahr XXXX verallgemeinert die Schwarzschild-Metrik auf hhere Dimensionen

D.
ds? = (1 - (%)Dg) Rdt? — (1 - (%)D?’)l dr? — r2dQ? (26.1)

Fiir D > 4 ergeben sich in dieser Metrik keine stabilen Orbits.
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Kapitel 27

Vaidya-Metrik

Die Vaidya-Metrik, gefunden von XXX im Jahr XXX, beschreibt das Gravitationsfeld
einer ungeladenen, nicht rotierenden, radialsymmetrischen und zeitabhdngigen Massen-
verteilung, wie es etwa durch die Kernfusion bei Sternen oder der Hawking-Strahlung bei
Schwarzen Lochern der Fall ist. Sie verallgemeinert die Schwarzschild-Metrik.
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Kapitel 28

Vaidya—Bonner-Metrik

Die Vaidya—Bonner-Metrik, gefunden von XXXX im Jahr XXXX, beschreibt das Gra-
vitationsfeld einer geladenen, nicht rotierenden, radialsymmetrischen und zeitabhéngigen
Massen- und Ladungsverteilung. Sie verallgemeinert die Vaidya- und Reissner-Nordstrgm-
Metrik.
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Kapitel 29

Friedmann—Lemaitre—Robertson—
Walker-Metrik (FLRW-Metrik)

Die Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker-Metrik (FLRW-Metrik) wird vereinfacht auch

2
ds?* = *dt* — a(t)? <1 _Tkﬂ + 2d§22>
= *dt* — a(t)? < dr” + 72d¥? + r? sin(d9)*d 2) (29.1)
B 1 — kr? 7 '

Lemma 29.1. Der Ricci-Skalar der Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker-Metrik ist
gegeben durch:

R=—— (ai+a*+ k). (29.2)
Beweis. XXXX ]

29.1 Friedmann-Gleichungen

N
a 8rG ke Ac?
H?>=1(Z — — - — 29.3
<a> 3 77 * 3 (20.3)
. a ArG ArG Ac?
H+H =—=— - P 29.4
* a 3 7T e * 3 (294)
e Fiir k = —1 ist die Energiedichte des Universums kleiner als die kritische Energie-

dichte und dessen Kriimmung negativ. Ein solches Universum wird ,hyperbolisch®
genannt, da hyperbolische Rdume eine negative Kriimmung haben.

e Fiir £ = 0 ist die Energiedichte des Universums genau gleich der kritischen Energie-
dichte und daher nicht gekriimmt. Ein solches Universum wird ,flach® genannt.

e Fiir k = 1 ist die Energiedichte des Universums grofer als die kritische Energiedichte
und dessen Kriimmung positiv. Ein solches Universum wird ,sphérisch® genannt, da
Sphéren eine positive Kriimmung haben.

Die beiden Friedmann-Gleichungen (29.3)) und (29.4)) enthalten drei unbekannte Funktio-
nen, diese sind der Skalenfaktor a(t), die Dichte p(t) und der Druck P(t). Zur vollstindigen
Beschreibung ist daher eine weitere Gleichung notwendig.

d

T (pa’) = pa® + 3pa*a = 3 (HH@S — kc2a> (29.5)

47G
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Definition 29.2 (Hubble-Parameter). Es ist:
1(t
H() = U (29.6)

der Hubble-Parameter.
Es sei Hy := H(ty) = a(ty).

Definition 29.3 (Kritische Dichte). Es ist:

3
Perit(t) = %H(W (29.7)
die kritische Dichte.

Ac?

PA= oo (29.8)
Act
Py=—pré = —o— (29.9)
3kc?

perit(t) = P(t) - m + pa (29.10)
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Kapitel 30

Spin-Flip bei Schwarzen Lochern

Betrachtet wird ein Bindrsystem mit Bahndrehimpuls L aus zwei rotierenden Schwarzer
Léchern mit jeweiligen Drehimpulsen S; und S,. Bei der Verschmelzung entsteht ein
rotierenden Schwarzes Loch mit Drehimpuls L + S; + S..
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Kapitel 31

ADM-Formalismus
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Kapitel 32

Alcubierre-Metrik
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Teil VI

Kosmologische exakte Losungen
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Kapitel 33

Godel-Metrik

Die Gédel-Metrik, gefunden von Kurt Gdédel im Jahr 1949, beschreibt ein rotierendes,
geschlossenes, stationdres und homogenes Universum mit negativer kosmologischer Kon-
stante, genannt Gadel-Universum. In diesem sind Zeitreisen moglich. XXXX
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Kapitel 34

Lemaitre—Toleman—Bondi-Metrik

Die Lemaitre—Toleman—Bondi-Metrik, gefunden von George Lemaitre im Jahr 1933 sowie
Ricard Toleman im Jahr 1934 und spéater untersucht von Hermann Bondi im Jahr 1947,
beschreibt die Entwicklung einer endlichen oder unendlich groflen Staubwolke unter ihrer
eigenen Gravitation. XXXX
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Kapitel 35

Friedmann—Lemaitre—Robertson—
Walker-Metrik (FLRW-Metrik)

Die Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker-Metrik beschreibt ein homogene isotrop ex-
pandierendes Universum. XXXX
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Kapitel 36

McVittie-Metrik

Die MecVittie-Metrik beschreibt

73
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Teil VII

Exotische exakte Losungen

74



Kapitel 37

Einstein—Rosen-Metrik

Die Finstein—Rosen-Metrik, gefunden von Albert Einstein und Nathan Rosen im Jahr
1937, verbindet zwei identische dufere Losungen Schwarzer Locher am Ereignishorizont
miteinander und kann topologisch interpretiert werden als das Aneinanderkleben zweier
verschiedener Raumzeiten, wobei die Naht als Finstein-Rosen-Briicke und der gesamte
Ubergang als Analogie zu der Abkiirzung, die ein Wurm in einem Apfel nimmt, Wurmloch
genannt wird. Dieses ist in nur eine Richtung passierbar, im einen Universum befindet
sich ein Schwarzes Loch, welches lediglich Masse absorbieren kann, im anderen ein WeifSes
Loch, welches lediglich Masse ausstoften kann.

37.1 Schwarzschild-Wurmloch

Die der Schwarzschild-Metrik entsprechende Einstein—Rosen-Metrik, auch Schwarzschild-
Wurmloch genannt, entsteht aus dieser durch die Koordinatentransformation 72 = r — rg
mit 2rdr = dr mit welcher:

~2
s r—17Tg T
l——= = 37.1
r r ™2 +ry (37.1)
womit fiir das Linienelement:
72
ds* = = - Adt? — A + rg)di® — (72 + 15)2d0Q%. (37.2)

Fiir 7 < 0 ergibt sich die eine, fiir 7 > 0 die andere Raumzeit und fiir 7 genau der
Ereignishorizont, also die Einstein-Rosen-Briicke.

37.2 Reissner—Nordstrem-Wurmloch

Die der Reissner—Nordstrgm-Metrik entsprechende Einstein—Rosen-Metrik, auch Reissner—
Nordstrom- Wurmloch genannt, entsteht aus dieser durch die Koordinatentransformation
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7% =7 —ry mit 27d7 = dr mit welcher:

LTS r r2—rsr—|—ré_(?2+r+)2—rs(?2+r+)+ré

roor2 r? (P2 + 71y )?
i)
™4 (2ry —rg)T? + ri —rgry + ré
(72 +1ry)?

~2

r ~2
- oy (72 + /3 - 43). (37.3)

womit fiir das Linienelement:

=2

2 r ~2 21,2
ds® = —(F? ) (T +4/7% — 47“2Q> codt
1
S A )P (iR - 4ry) P = (7 )ao? (37.4)

Fiir 7 < 0 ergibt sich die eine, fiir 7 > 0 die andere Raumzeit und fiir 7 genau der
Ereignishorizont, also die Einstein—-Rosen-Briicke.
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Kapitel 38

Geschlossene Zeitschleifen

Definition 38.1 (Chronologische Raumzeit). Eine Raumzeit in der es keine zeitartig
geschlossenen Kurven gibt, wird chronologisch genannt.

Definition 38.2 (Kausale Raumzeit). Fine Raumzeit in der es keine zeitartig oder licht-
artig geschlossenen Kurven gibt, wird kausal genannt.

Jede chronologische Raumzeit ist insbesondere kausal.

Definition 38.3 (Streng kausale Raumzeit).

7



Teil VIII

Kosmologische Modelle
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Kapitel 39

Sterne

Angenommen wird ein Stern dessen Dichte p und Druck P radial sind.
M(r) = 47r/ dr'r” p(r") (39.1)
0

Oder in differentieller Form:
M (r) = drp(r)r? (39.2)

Fiir die Kugelschale zwischen r und r 4 dr wird angenommen, dass sich die Gravitations-
und Druckkraft auf sie ausgleichen, also:

G dpP G
4rr2aP(r) + dmr2drp(r) S0 _ g o WPy - _GM) (39.3)
72 dr r?
39.1 Weilse Zwerge
Die kritische Dichte eines Weilsen Zwergs ist damit:
My
crit. ™~ T = 4
39.2 Neutronenstern
Die kritische Dichte eines Neutronensterns ist damit:
Tn (39.5)

Perit. ™~ W

39.3 Quarksterne

XXXX
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Kapitel 40

Singularitatentheoreme

Definition 40.1 (Expansionsskalar). XXXX

— P
O :=ul,

1
hl“’ = gl“’ + EU/MU/V

Definition 40.2 (Rotationstensor). XXXX

1D
Wy = U] + g@u[uuv}

Definition 40.3 (Scherungstensor). XXXX

1D
®h

O #= Upsw) T g Utr) = 5 g

Offenbar ist:
1D
Uy = —— Uy + Wy + O + Fhy

c2dr
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Teil IX

Tetrad-Formalismus
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Kapitel 41

Tetrade

a

_ 0g"
b= Pan

vo.__ UY _a
eb T ndbg eu

Gleichung () wird zu:
a b
v = €M€V77ab
a . M v, a __ v, ad
Ve i= €p ey, = —Crwy Nod
,_ d
Yabe = Nad Ve
a a VvV a VSV a

e(ep) = euebdx“(&,) = e,epd, = egep
a _ a v _ o asv __ _a
e(0,) = epdx”(0,) = e0, = e

At (e) = da? (¢£0,) = elda’(9,) = eldl = el

97" (0u(eel) + 0, (elel) — Du(ehel)) nap

g7" ((8#62)62 + e20,eb + ((9,,6%)62 + egaye’; — (Oxel)e
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Kapitel 42

Spinverbindung

Definition 42.1 (Spinverbindung).

wl‘jb 1= eV, = e20,e”" + IV, eqe e’ = —e7,et + IV, eqe e’ (42.1)
Wl = wilme = €2V 67 = el + T etel = —el0,en + T, elel (42.2)

Durch die Anwendung von efn,. auf die zweite Darstellung bzw. e, = gr,ej auf die
dritte Darstellung ergibt sich umgekehrt eine Darstellung der partiellen Ableitungen der
Tetradverbindungen mithilfe der Spinverbindung;:

el = engbnbc — I ex (42.3)
Duet = —emw + T e (42.4)
Vaws? = dhwp? — I ws? (42.5)

wzbnab =TI, +eg0,.e; (42.6)

Definition 42.2 (Tetradform). Die 1-Form:
e = e;dat (42.7)
ist die Tetradform (oder Tetrad-1-Form).

Die Anwendung des Cartan-Differentials d auf die Tetradform ergibt mit Gleichung
(XXXX) die 2-Form:

de® = d(efdz”) = d,elda Ada” = (— e,,bwab + I “) dazt A dx”

uv €y
= —(wpda") A (ebda”) + 7, eqdat Nda” = , A el + 7 eadat Ada”  (42.8)
Definition 42.3 (Spinverbindungsform). Die 1-Form:
w® = wzbd$“ (42.9)

ist die Spinverbindungsform (oder Spinverbindungs-1-Form ).
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w = W = eg(I'], e + ey )da (42.10)
Die Anwendung des Cartan-Differentials d auf die Spinverbindungsform ergibt mit XXXX
die 2-Form:

dw®, = Mped(wicda”) = @sz‘fbdx“/\dx” = ngab/\dgﬁg = ((8gfzu)eﬁez + Fzy(&geg)ez + 17,5

(42.11)
w', Aw, = et (T en + Oel) €5 (T9, ey + Ouep) da™ Adat =T7,T) el (42.12)

uCp
Definition 42.4 (Torsionsform). Die 2-Form:
0% :=de® + w A e’ =T etdat A da” (42.13)

puv-o

ist die Torsionsform (oder Torsions-2-Form ).

1
0 = §®Zydx“ A dz” (42.14)
o, = (Ffw — Fgu) g = Oue, — e, + wzbeyb — wffbeﬂb (42.15)

Die Torsionsform verschwindet genau fiir verschwindende Torsion, da I', in diesem Fall
symmetrisch und daz* A dz¥ in diesem Fall antisymmetrisch unter der Vertauschung der
Indizes p und v ist.

g 1 ra v
Iy, = ¢ (d(grpdz”) — 0ugur — Oxgur) (42.16)
Definition 42.5 (Kriimmungsform). Die 2-Form:
1
R = dw + w®. Aw = 3 o ec el (42.17)

ist die Krimmungsform (oder Kriimmungs-2-Form ).

Die Terme R¢, und e A e sind beide antisymmetrisch unter der Vertauschung der
Indizes ¢ und d.

Satz 42.6 (Cartan-Strukturgleichungen). Die Spinverbindungsform, die Torsionsform
und die Krimmungsform sind verbunden tber die Cartanschen Strukturgleichungen:

dO® 4+ w A 6" = R A€, (42.18)
dRab ‘I— wac /\ Rcb — Rac /\ wcb — O (4219)

Beweis. Die Anwendung des Cartan-Differntials d auf die Torsionsform ©¢ und die Kriim-
mungsform R, ist:

dO* = d%¢” +d (w, A eb) = dw A€’ — w? Ade
=0
= (R —w' Aw) Ae’ —wy A (O —wP Aef) = Ry Ae” —w' AOY  (42.20)
dR%, = d*w® +d (W, Aw) = dw’, A w — w’, A dw®,
=0

= (R —w' Aw?) Aw —w A (R —wy Aw?) = R Aw®, — w®, A RS,
(42.21)

]
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Mit dem kovarianten Differential lassen sich die Gleichungen (XXXX), (XXXX) und
(XXXX) vereinfacht schreiben

De® = ©° (42.22)

Dw®) = dw®, + 2w", A w€, (42.23)
DO" = R Ne (42.24)
DR% =0 (42.25)
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Teil X

Weiterfuhrende Differentialgeometrie
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Kapitel 43

Weiterfuhrende Tensoren

43.1 Plebanski-Tensor

1
Sab = Rab — z_leab (431)

Definition 43.1 (Plebanski-Tensor).

1
~slesl5er s, (43.2)

ab ._ ¢la gb] [a gble _
Peq = 5o 54 + 015" Sge — 200y

43.2 Kulkarni—-Nomizu-Produkt und Weyl-Tensor

Definition 43.2 (Kulkarni-Nomizu-Produkt). Fir zwei Tensoren ist:
(A @ B):‘i/\,ul/ =2 (An[uBu]A + AA[MBZ/}H) = AHVBM)\ + A}\,U,Bl/l'{ - AHuBV)\ - A}\VB}M{ (433)
das Kulkarni-Nomizu-Produkt.

Es folgt sofort aus der Definition, dass das Kulkarni—-Nomizu-Produkt symmetrischer
Tensoren symmetrisch ist

Definition 43.3 (Weyl-Tensor).

1 R R
- (r- S — 43.4
CH)‘M N — 2 (R Ng®g>n>\uy 2N(N—1) (g@g)ﬁ)\uy ( 3 )
1
Cfi)\,ul/ = Rm)\/u/ - 5 (Rn,ug)\u - Rnl/g)\u + R)\Vgnu - R)\ugnu)
1
+ 6 (gl@,ug)\u - gm/g)\u> R (435)

Der Weyl-Tensor hat eher geringe Bedeutung, da der kovariante Kriimmungstensor
meist vorgezogen wird. Er hat die gleichen Symmetrien wie dieser aber ist jedoch spurfrei.
Wird die Konstruktion des Ricci-Tensors aus dem kovarianten Kriimmungstensor auf den

Weyl-Tensor angewendet:
gHMCﬁ)\m/ =0 (436)
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Kapitel 44

Weyl-Transformation

Definition 44.1 (Weyl-Transformation). Eine Reskalierung des metrischen Tensors durch
eine Raumzeitfunktion Q(z) bzw. w(z):

g;w — g,uz/ _ Q(x)—Zg;w _ eQw(m)g,uu (441)
gull — guy = Q(x)zg,uu = e_Qw(x)g,u,l/ (442)
wird als Weyl-Transformation bezeichnet.
Die Determinante des metrischen Tensors transformiert nun gemék:
V=7 =Q@)N/=g=e N /g (44.3)
Das Christoffelsymbol erster Art transformiert nun geméfs:
F}\}U/ = er)\uu +Q (g/\uauQ + gu/\auQ - g,ul/a/\Q>
= 6_2“’1“,\“1, — e (900w + gurOw — G O\w) . (44.4)
Das Christoffelsymbol zweiter Art transformiert nun gemafs:
r = _AGFAW =17, + Q! (63(‘%9 + 070,80 — gW@"Q)
=17, — ((5Z&,w + 070w — Gud’w) . (44.5)

o
1%

Das Christoffelsymbol dritter Art transformiert nun geméf:
I’ =g"T,, =Q7°T7 + (D - 2)Q%9°Q
=e*(I7 + (D —2)0°w) . (44.6)
Fiir ein Skalarfeld ¢ mit dem transformierten Feld 1) = Q=™ ist:
Ovy = 7"V, (Q7") = V,0,(Q7™) = 3V, (—nQ~ " V48,0 + Q70,4
=30, (—nQ "0, + @ o) — T (—nQ Y0, Q + Q0,4)
=" (n(n+ 1)Q""9(9,0)0,92 — nQ"(9,1)9,Q — nQ~ "0, 0
— Q" (9,0)(0,9) + Q"0 )
— QT 4+ (D - 2)Q7197Q) (—nQ 0, + 0, )
= Q2 (Opp — nQ W00 — 2nQH(0Q) (9Y) + n(n + 1)Q2(9Q) %)
— 90,4 4+ nQ~ WI79,Q — (D — 2)Q~1(9Q)(9Y) + (D — 2)nQ~2(9Q) %)
= Q") (Ogy — nQ9OeQ
— (D +2n —2)Q71(0Q)(0¢) + (D 4+ n — 1)nQ?(09Q)*y) (44.7)
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Fir D = 4 fillt der Term mit der ersten partiellen Ableitung von ¢ mit n = —1 heraus.
Mit ¢ = Q1) ist daher:

Ovy = Q7" (Ovy + (Q7'0vQ — 2072(09)*)0) . (44.8)
Fiir n = 0 und ¢ = ¢ = Q folgt aus Gleichung (XXXX):
OvQ = Q7 (0OvQ — (D — 2)Q71(09)?). (44.9)
Fiir ein Skalarfeld ¢ mit dem transformierten Feld ¢ = ™) ist:
Oy =gV, V, (") = 3"V ,,0,(e™) = 3V, (e™ (9,0 + npd,w))
=g"0, (e"(0,¢ + nYo,w)) — e"wfa(&,¢ + nYo,w)
= "D g (0(9,w) (0, + NYI,w) + Dyt + 1(01h) (Oyw) + NYI,w)
— (P9 4 (D —2)0°w) (9,10 4+ npd,w)
= ("2 (Dpth + nypOaw + 2n(0w) (9) + n?(Ow)?
—I905¢) — NI Opw — (D — 2)(0w)(9Y) — (D — 2)n(0w)*y)

= "2 (Ogyp + nyOyw + (=D + 2n + 2)(0w)(9Y) + (=D + n + 2)nip(dw)?)
(44.10)

Fiir D = 4 fillt der Term mit der ersten partiellen Ableitung von ¢ mit n = 1 heraus.
Mit ¢ = e¥1) ist daher:

Ov¢ = e* (Ov + (Ovw — (0w)*)) . (44.11)
Fiir n = 0 und ¢ = ¢ = w folgt aus Gleichung (XXXX):
Ovw = e (Oyw — (D — 2)(0w)?) . (44.12)
Der Riemann—Christoffel-Kriimmungstensor transformiert nun gemaf:

R, — R}

A aﬂ (Fiu - Fiu) - 81’ (Ff\u - Fiu)

P T o P T o
+ (F;LUF)\I/ - FZO'F)\ZI) - (FVUF)\;L - Fﬁor)\y)
= —0, (050,w + 0L0\w — gr,0°w) + 0, (5§8uw + 610w — g,\”apw)
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Eiuu = 8MF§V - alffiu + FZO'F(;\-V - Flplariu
= 8/J'F§V - aVFiu + FZUFKV - Flfjcrl_‘c):u
— 0y, (05050 + 600hw — gav0°w) + O, (858700 + 8505w — gru0’'w)
~ (0000 + 8205 — 9,0 0°w) TS, — T4, (5505 + 5505 — 93,0°)
+ (000w + 05850 — G,00°w) IS, + T, (Qj?@gnﬁ%—%— 9ru0’w)
+ (5z80w +000,w — gwa’)w) (050, w + 070 \w — gr,0°w)
— (6005w + 020w — ¢, 0"w) (5§8Mw + 050w — g,\uﬁ"w)

- Riul/ - 558>\Nw + g)\l/ap,apw + 658)\1,(,0 — g)\#ﬁyﬁpw + (a =0 Pw
—I%,000,w + Lo + 17,9007 w + 'S ,0) 05w — D@0 — I g2, 0w

+ (870,00 — 80,w)0nw + (80,0 =8L8@IDrw — (87gn, — 0Lgr,.) (Ow)
+ (05 — 03)(9uw) (Ow) +W—W
=0

— (9ur 0w — Gua0,w) 0w — (o0 — Guody,) (0 W) (Orw) + (garOpw =3 0,w) 0" w
—_——
=0
= R, + 0700w — 0005w + 9r,0,0"w — g5, 0,0°w
+ (15,00 = 5,00) Dow + (T gx — T0pgan) 07w

+ (020,w — 600,w)Ohw — (825, — 59au) (Ow)? — (gua0uw — Guaduw)d’w  (44.13)

(Siehe PSE, Frage 737296)
Der Ricci-Tensor transformiert nun geméak:
R)\,, = Ef\py =Ry + (D — 1)(9,\Vw + gxyé?papw — g)\pa,,apw
- (D - 1>F§Va(7w + (ang)\l/ - Fgag)\f’)agw
+ (D — 1)(0yw)0,w + (D — 1) gy, (0w)? (44.14)

e *R=R+(D—-1)(0w+0,00w+TI%,0°w— (D —2)(0w)?)
=R+ (D—-1) (20w — (D — 2)(0w)?) (44.15)

Dy — €R) T = ¢* (O + (Oyw — (0)?) — (R +3(0vw — 2(00)? + V,0%))
(44.16)

v)\g;w = (v/\ - V/\) Guv = — (Fiu B Fiu) Jov — (fiu - FKV) Juo
= (670aw + 050,w — gapn0°w) gou + (6700w + 850,w — grv0°W) Gpuo
= GO\ + gr 0w — GruOw + 90w + Gru0w — gr 0w = 2¢,,0\w  (44.17)
Lemma 44.2.

—2w

Lemma 44.3. Fir Weyl-Transformationen g, = e~ *°g,,, m = e*m und | = e ist

die modifizierte Klein—Gordon-Gleichung:
(O+m?—¢R)v =0 (44.18)

genau dann weyl-invariant, wenn k=1, n =1, D =4 und £ = 1/6.
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Beweis. XXXX

(E +m? — 5?) = e (D + (Dw — (Gw)Q)) V4 em*Y
—&e* (R+ (D —1) (20w — (D — 2)(0w)?)) ¥
= (0 +m® — ER)Y + (1 = 2(D — 1)¢)(Cw)y
+ e (=14 (D — 1)(D — 2)&)(0w)* (44.19)

Die hinteren beiden Terme verschwinden, wenn:

2D —1)¢ = 1; (44.20)
(D —1)(D —2)¢ =1, (44.21)
also fiir D =4 und £ = 1/6. O
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Kapitel 45

f(R)-Gravitation

Die f(R)-Gravitation verallgemeinert die Lagrange-Dichte der Einstein—Hilbert-Wirkung
nach Satz (15.1) durch eine unbekannte Funktion f zu:

L= V=3f(R) (45.1)

Satz 45.1 (Feldgleichungen der f(R)-Gravitation). Die Einsteinschen Feldgleichungen der
f(R)-Gravitation sind gegeben durch:

FE B~ T g 4 (90— ,9,) £1(B) = KT, (15.2)

Fiir f(R) = R mit f'(R) = 1 ergeben sich die urspriinglichen Einsteinschen Feldglei-
chungen (XXXX).

Beweis. XXXX O

45.1 R-2-Gravitation

Ein Spezialfall der f(R)-Gravitation ist die R*-Gravitation mit f(R) = R? und f'(R) =
2R, fiir welche die Einsteinschen Feldgleichungen nach Satz (45.1) gegeben sind durch:

2

R
2RR,, — 5 G 2(90 =V, V)R = KT,,. (45.3)

In der R2-Gravitation sind Wurmlécher stabil und es ist keine exotische Materie notwen-
dig.

45.2 Starobinsky-Gravitation

Ein Spezialfall der f(R)-Gravitation ist die Starobinsky-Gravitation mit:

RZ
- R— 45.4
(R =R- (45.4)
mit einem Massenskalar M, fiir welche die Einsteinschen Feldgleichungen nach Satz (45.1))
gegeben sind durch:

R 1 R? 1
L= ) B =5 (B— 53 ) 9w — 33 00 = ViVo) R= kT, (45.5)
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Linearisierte Feldgleichungen

Fiir schwache Gravitationsfelder lassen sich die Einsteinschen Feldgleichungen (XXXX)
linearisieren. Zunéchst wird der metrische Tensor als Summe des Minkowski-Tensors und
der als klein geforderten zusétzlichen Beitrage des Gravitationsfeldes ausgedriickt:

G = Ny + Iy it Py | < 1 (46.1)
g =n — R mit R < 1, (46.2)

wobei das Minuszeichen begriindet ist durch die Forderung, dass sich in erster Ordnung
der Storung das Kronecker-Delta ergeben muss:

g’ = (nAu + hku)(nlw —h") = 05 — Ml + hom™ +O(h2)~ (46~3)
=Ny =\

Das Heben und Senken der Indizes geschieht dabei mit der Minkowski-Metrik. Die Feld-
gleichungen lassen sich nun in Ordnungen von h entwickeln, wobei diese in Klammern
tiber der betrachteten Grofe angegeben wird. Mit Satz (2.2)) ist fiir das Christoffelsymbol,
welches in nullter Ordnung verschwindet, in erster Ordnung:

1 K
0,00 = 207 @b + ol — el

1 g g g
=5 (Ouhg + 0,0, — 7hy,) - (46.4)
Mit Definition (5.7)) ist fiir den Ricci-Tensor, der ebenfalls in nullter Ordnung verschwin-
det, in erster Ordnung:

1 k (1 k(1
Ruv( ) — aﬂpwj( ) _ 5’1/FW( )

1
= 577“)\(8&/1}0\1/ + 8m/h)\u - aﬁ)\h/ﬂ/ - a;whm)\ - am/h)\,u + a)\uhnu
1
= inﬁA(anph/\V + 6/\Vh)\u - a/{)\hw/ - apyhn)\)
1
= 5 Ouhs + 0l = Oy, = Dy ). (46.5)

Unter Benutzung der DeDonder-Eichung nach Satz (2.4) mit kovariantem Index ldsst sich
der Ricci-Tensor in erster Ordnung stark vereinfachen:

Dt T7%, SV o it (9,ht + Okt — 8%hy,) = 20,hS — 9\hg = 0

1
= R, = =T (46.6)
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Storung des Gravitationsfeldes

Betrachtet wird eine kleine Stérung des Gravitationsfeldes:
G = Guv = G +0gp  mit  |dgu| <1 (47.1)

g = gt = g — ogM mit 10guw| > 1, (47.2)

wobei das Minuszeichen begriindet ist durch die Forderung, dass sich in erster Ordnung
der Storung das Kronecker-Delta ergeben muss:

g™ = (grp +090,) (6" — 09™) = 65 — 92u09™ + Sgrug™” +O(39%). (47.3)
RgT/ T
=— g>\ = gA

Das Heben und Senken der Indizes geschieht mit der Hintergrundmetrik.

47.1 Storung des Christoffelsymbols

Die Storung des Christoffelsymbols wird mit Satz (2.2]) zu:
I 19] = T, [g] + 9 Taw[09] — 69" Tau[g] + O(3g%)
=T, [g] + %g“ (04095 + 00095 — 020Gu) — T, 191977 6gpe + O(h?)
=T, lg] + %gm (Vg + 50900 + T9,0950 + Vidgau + 5,090 + 15,0950
— Va0 — T5,0000 — T3,09u0 — 217, [910950) + O(3g%)
=17, lg] + lg’”\ (Vudgr, + Viudgr, — Vadgu) + O(6g7)

2
! K K 2
also ist: |
5F;V = 595/\ (vu(sg)\l/ + vuég)\u - V/\(Sg,w) . (475)

Gemaf der Definition durch die kovarianten Differentiationen eines Tensors ist 017, eben-
so einer, das ergibt sich auch aus der Differenz der Christoffelsymbole zweier Metriken,
wodurch sich der von ihnen unabhingige Inhomogenititsterm bei der Transformation

(2.16) herauskiirzt.
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47.2 Storung des Riemann—Christoffel-Kriimmungstensors

Die Storung des Riemann—Christoffel-Kriimmungstensors wird mit Definition (5.1)) zu:

Ry 9] = RS, lg) + 0,015, — 0,015, + 0T IS, [g] + ', [g]oT,

— 007, I5,lg] = 0, (9]0, + O(d9%)
= R{,lg) + ORY,, + O(6g%), (47.6)

also ist mit der kovarianten Differentiation:

ORY

Apy T

= V,ory, — VVcSFf\M. (47.7)
Durch Kontraktion folgt direkt:

Korollar 47.1 (Palatini-Identitét fiir Storungen). Fir die Storung des Ricci-Tensors gilt
die Palatini-Identitét:

0R,, =V, (017,) = V,(6I'7,) = V,(I'7,) — V,.(oI7,). (47.8)

72

Die Storung des Ricci-Tensors mit Gleichung (47.5)) zu:
1 by by by
R = 5 (=069, + V*V,ubgre + VV,0090, — Vi V0093) - (47.9)

Der nun auftauchende Wellenoperator deutet nun erstmals auf die Propagation der Sto-
rung als Welle hin. Die Storung des Ricci-Skalars wird mit Gleichung (5.8) zu:

R[g] = (9" = 69") (R + 6Ru) = Rlg] + ¢" 0 Ry, — 69" Ry [g] + O(0g%)

= R[g] + 6R + O(5g%). (47.10)
Mit Gleichung (47.9)) folgt:
SR = —06g3 + V"V 5gur — R™[9]6Gsn. (47.11)

47.3 Storung des Einstein-Tensors

Die Storung des Einstein-Tensors wird mit Definition (5.11]) zu:

Rig| - 1
G,u,u[m - R;w[m - T[g;w - (R;w[g] + 6R;w) - §(R[g] + 6R) (g;w + 5guu>
R R R
= Rl = g+ 58— g~ " Db+ 06)
=: G, lg] +0G,, + O(6g°) (47.12)
Mit den Gleichungen (47.9) und (47.11)) folgt:
0G,, = L ) AV .0 V,0 593
uu—é[_ guu+v v,u gAu+v vu g)\u_v,uvu (25
— (—Dégj\\ + VAV gn — R”’\[g]chm) G — R[g}(SgW} (47.13)
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Gravitationsstrahlung in einer
nichtflachen Raumzeit

Eine kleine Storung des Gravitationsfeldes kann interpretiert werden als Gravitationss-
trahlung in einer nichtflachen Raumzeit, beide im Vakuum jeweils beschrieben durch:

Rulg] =0 (48.1)

6G, = 0. (48.2)

Letztere lésst sich mit einer verallgemeinerten DeDonder-Eichung, vergleiche mit Glei-
chung (46.6), vereinfachen. Mit einem Vektorfeld ¢ sei diese:

1
9rog"" 0T}, = 5o = 2V 0000 = Voig3 = & (48.3)
Daraus folgen:
V. Vg5 + V., Vg5, — V. V,693 = V(.6 (48.4)
1 1
VIVAGge = 508 + S V6, (48.5)

wobei die jeweiligen hinteren Terme fiir ein Killing-Vektorfeld verschwinden, siche Glei-
chung (6.1). Bei der ersten Gleichung wurde benutzt, dass kovariante Ableitungen bei der
Anwendung auf Skalare kommutieren. Da sie es jedoch bei Tensoren im Allgemeinen nicht
tun, muss sie vor dem Einsetzen in Gleichung noch modifiziert werden. Mit Satz

(5.3) und den Gleichungen (5.12)) und (5.13) ist:

VA, V005 + [V, Vo 100rs
= — g™ (B}.ul9]0900 + R, 1910920 + B30, [9)090u + R, (910920 )
=Ryu6191097 — Ry l91095 + Ruol9ldg] — Ry, 191095
= (=R, l9) + Ry,0l9] + Ry, l9]) 095 + Ruslgldgy + Ruslgldgy,
= — 2R}, (91695 + Rpou[9]69” +Ryucolgldg] + Ruslglog,, (48.6)
NG

=0
Zu Gleichung (48.4) dazuaddiert ergibt:

VAV 893 + VAVL000, — V,V,093 = —2R),,, 191095 + Ryuo[91097 + Ruelgldg] + V)
(48.7)
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Dies und Gleichung (48.5)) eingesetzt in die Storung des Einstein-Tensors nach Gleichung

(47.13)) ergibt:

1
G = 5| = Dy — 2L J31065 + Bynll66E + Renldi + Vs
1 1

~ (30 - R Ulogn + 39°6) o Rilo

1 1 o KA 1 o KA
= 5| ~ O 99w = 50959 ) = 2Ruuwlg] | 09" — 50979
— R (91697 + Ryo[9169] + Ruolgldg] — R g10guaguw — Rl910guw

1

+ V(Mf,,) + ikakguy] . (48.8)

Die vorletzte Zeile verschwindet im Vakuum aufgrund von Gleichung (48.1) und die letzte
bei der Verwendung eines Killing-Vektorfeldes. Analog zur Dualitit zwischen Ricci- und
Einstein-Tensor sei:

1
5gllw = 5g,uu - 5(9“@@)9“”, (489)
wobei dann ¢"dg,,, = —g"’0g,, und umgekehrt:
1
09 = 0y = 5(9"0G)0) G- (48.10)

Damit ist die finale Gleichung zur Beschreibung von Gravitationsstrahlung in einem nicht-
flachen Vakuum gegeben durch:

03, + 2Rundg™ = 0. (48.11)

Damit die Anwendung des Wellenoperators nicht in zu vielen Termen resultiert, wird als
Ansatz ein konstanter Polarisationtensor verwendet:

0Gp = €t (48.12)

O = g"* 0t — L7050 = 0 (48.13)

Ryne™ =0 (48.14)

Rpie™ + Ry’ + R e =0 = IS + Mem9 — M sin(9)%e¥? = 0

73 212 212
(48.15

48.16
4817
48.18
Ripir€™ + Ryypre”” + Ryppre? = 0 = 48.19

Runet=0=¢e"=0 (

(

(

(
Ry’ =0=¢"" =0 (48.20

(

(

(

(

Rﬁttﬁeﬂt =0= 61% =0

thtgpelpt =0= egot =0

Ryt =0=¢" =0 48.21
Rigse"” + Rogro€”” + Ryppppe?” =0 48.22
Rup9,e?’ =0 =e?’ =0 48.23
Riptp€™ + Rpprpe™ + Rypppe” =0 48.24

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
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