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Uber die Topologie
Die Topologie

Die Topologie ist die Grundlage weiterfiithrender mathematischer Teilgebiete, wie etwa
der Algebraischen Topologie und der Geometrischen Topologie. In der Algebrai-
schen Topologie werden algebraische Methoden und Strukturen zur Lésung topologischer
Probleme verwendet. In der geometrischen Topologie werden spezielle topologische Rdume
untersucht, welche Mannigfaltigkeiten genannt werden. Eine abstraktere Verallgemeine-
rung des letzteren Gebietes ist die Differentialtopologie.

Das erste Kapitel
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Kapitel 1

Skalarprodukte

Definition 1.1 (Reeles Skalarprodukt). Fir einen reelen Vektorraum V ist eine Abbil-
dung:
<'7'>: VXV%R,(.I’,y)H(l’,y), (11)

fur die:
I.) Linearitdt:

V Vo, Mwy + dws) = Ao, wr) + Ao (v, ws) (1.2)

A, €K v,wy,wa eV

II.) Hermitizitit:

YV (o, w) = (v, w) (1.3)

v,weV

1I1.) Definitheit:
\EV/V: (v,v)=0=v=0 (1.4)

ein (reeles) Skalarprodukt.

Der Vektorraum V wird mit dem Skalarprodukt (-,-) zu einem euklidischen Raum

Definition 1.2 (Komplexes Skalarprodukt). Fir einen komplezen Vektorraum V ist eine
Abbildung:
<'>'>: VXV%R,(]J,@/)H(IE,@/% (15)

fur die:

L) Linearitat:

Y v o (A1 + Aovg, w) = A (v, w) + Mg (g, w) (1.6)

A1, 2€K v1,v2,weV

II.) Hermitizitit:

II1.) Definitheit:
V:wv=0s0v=0 (1.8)

veV

10



Kapitel 1 — Skalarprodukte samueladrianantz.com

ein (komplexes) Skalarprodukt.

Der Vektorraum V' wird mit dem Skalarprodukt (-,-) zu einem wunitdren Vektorraum
(Vo))

Lemma 1.3. Fir euklidische bzw. unitire Vektorriume (V,(-,-)v) und (W, (-, )w) und
einen Homomorphismus ¢ € Hom(V, W) gibt es genau einen Homomorphismus ¢* €
Hom(W, V), den zu ¢ adjungierten Homomorphismus, fir den:

V Vo), w)w = (v, ¢"(w))y (1.9)

veV weWw

Beweis. XXXX N

Lemma 1.4. Fir euklidische bzw. unitire Vektorriume V, W mit jeweiligen Basen B,C
und einen Homomorphismus ¢ € Hom(V, W) ist:

Mg (p) = M(¢")" baw. M () = My(e")" (1.10)
Beweis. Seien n = dimV und m = dim W sowie B = {vy,...,v,} und C = {wy,...,w,}
[

Ein Homomorphismus ¢: V — W mit ¢* = ¢~ wird unitir oder fiir reele Vektor-
rdume auch orthogonal genannt. Ein Endomorphismus ¢ € End(V) mit ¢* = ¢ wird
selbstadjungiert und einer mit p* o = o * wird normal genannt. Offenbar sind unitére
Endomorphismen normal.

Korollar 1.5. Fiir unitire Vektorraume V. W mit jeweiligen Basen B,C und einen uni-
taren Homomorphismus ¢ € Hom(V, W) gilt:

Mg () = My(")" = M(e™)" = Mg ()" (1.11)
Die darstellende Matrix eines unitdren Homomorphismus ist also unitér.

Korollar 1.6. Fiir einen unitdren Vektorraum V mit Basis B und einen Endomorphismus
o € End(V) ist:

L) falls dieser selbstadjungiert ist:
M ()" = Ms(¢") = Ms(p) (1.12)

II.) falls dieser normal ist:

Mg (@) Mp(p)" = Mp(p)Mp(¢*) = Mp(p 0 ¢*)
= Mp(p* 0 @) = Mg(¢*)Mp(p) = Mp(p)" Mp(p) (1.13)

Die darstellende Matrix eines hselbstadjungierten Endomorphismus ist also selbstad-
jungiert (hermitisch) und die eines normalen ist normal.

Lemma 1.7. Fir euklidische bzw. unitire Vektorrdume (U, (-, )v), (V, (-, )v), (W, (-, Yw)
und Homomorphismen f € Hom(V, W), g € Hom(U, V) ist:

(fog) =g"of (1.14)

11
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Beweis. Es ist:

Vue Uwe W: (u,(fog) (w))v = ((fog)(u),w)w
= (g(u), f*(w))v = (u,(g" o f*)(w))v (1.15)

womit Vw € W: (f o g)*(w) = (¢" o f*)(w) und (f 0 g)* = g* o f*. O

Lemma 1.8. Fir euklidische bzw. unitdire Vektorraume V., W und einen Homomorphis-
mus f € Hom(V, W) ist:

img(f) = ker(f*)* (1.16)
Insbesondere ist auch:
W = img(f) & ker(f*) (1.17)
Bewezs. O

12
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Kapitel 2

Spektralsatz

Satz 2.1 (Spektralsatz). Fir einen endlichdimensionalen euklidischen bzw. unitdren Vek-
torraum V und einen Endomorphismus f € End(V) existiert genau dann eine Orthonor-
malbasis aus Figenvektoren von diesem, wenn er normal ist und alle Figenwerte in R
liegen, falls der Vektorraum euklidisch ist.

Bewezis. O

Korollar 2.2. Hermitische und damit insbesondere symmetrische Matrizen sind diago-
nalisierbar.

13



Kapitel 3

Cauchy—Schwarz-Ungleichung

Satz 3.1 (Cauchy—Schwarze Ungleichung). Fiir einen euklidischen oder unitiren Vekto-
raum (V, (-,-)) und Vektoren x,y € V gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

[z, 9)* < (,2)(y,y). (3.1)

Die Cauchy—Schwarz-Ungleichung ist unter anderem essentiell fiir die Herleitung der
Heisenbergschen Unschirferelation in der Quantenmechanik.

Beweis.

(1

—(u,u>— <’U,U> <U,U - ’U,U) <U,U>*+ <’U,U>2 <U7U>

o lwnP w)l

= b = 2y T

o )P

() = Ft 210 (3.2)
]

14
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Normierte Vektorraume
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Kapitel 4

Normen

Definition 4.1 (Norm). Fir einen Kdorper K und einen K-Vektorraum V' ist eine Abbil-
dung:
-1V = Kzl (4.1)

fur die:
I.) Definitheit: VV: 2] =0=2=0
pAS

IL.) Absolute Homogenitit: ¥ Y : || Az = |A]|z]]
reKzeV

III.) Dreiecksungleichung: \V/V: |z +yll <|lz|| + ||y
x,yc

eine Norm auf V.
Der Vektorraum V' wird mit der Norm || - || zu einem normierten Raum (V.|| - ||).

Satz 4.2. Fin Skalarprodukt induziert eine Norm durch:
2] := v/ (x, x) (4.2)
FEin euklidischer Raum wird damit zu einem normierten Raum.

Mit dieser induzierten Norm l&sst sich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung nach Satz
(3.1) auf Seite [14] durch Wurzelziehen einfacher ausdriicken als:

[(u, v)| < [Jull][v]] (4.3)
Bewezis. O

Definition 4.3 (Isometrische Isomorphie). Zwei normierte Riume (X, || - ||x) und (Y,|| -
\ly) fiir die es einen Isomorphismus ¢: X — 'Y gibt, fir den:

Vo o@)lly = llollx (4.4)

zeX

sind isometrisch isomorph.

16



Kapitel 4 — Normen samueladrianantz.com

Definition 4.4 (Konforme Abbildung). Fir euklidische Raume (V, (-, -)v) und (W, (-, )w)
st eine lineare Abbildung f:V — W mut:
(f(u), f(v)w (u,v)v

v’ TF@ I @l ~ Talvlielly (45

und det(f) > 0 eine konforme Abbildung. ||-||v und || - ||lw sind die von (-, )y und (-, )w
induzierte Normen.

Ist det(f) < 0 ist f eine antikonforme Abbildung.

Lemma 4.5. Fir eine konforme oder antikonforme Abbildung f:V — W gilt:

%;V;Ui [ull = l[oll = [l ()]l = [ ()]l (4.6)
Beweis. Seien u,v € V mit [ju]| = ||v]|, dann ist:
LF @)l = 1f @)y = (f(u) = f), f(w) + F)hw = (fu—0), flutv)w
oc (u— v, u+vyw = [[ully; —[lv][§, = 0. (4.7)
0

17
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Kapitel 5

Folgen in normierten Raumen

5.1 Punktfolgen in normierten Raumen

Definition 5.1 (Konvergenz in normierten Réumen). Eine Folge (z,)nen in einem nor-
mierten Raum X, fir die es einen Punkt x € X ¢ibt mat:

VAV:i|ey—z|x<e (5.1)

e>0neN N>n
15t konvergent gegen x.

Definition 5.2 (Banachraum). Ein normierter Raum in dem jede Cauchyfolge konver-
giert ist vollstandig und wird als Banachraum bezeichnel.

5.2 Funktionenfolgen in normierten Riumen

Definition 5.3 (Punktweise Konvergenz, normierte Rdume). Fir normierte Riume (X, |-
|lx) und (Y,|| - |ly), eine Funktionenfolge (fp)nen: X — Y und eine Funktion f: X =Y,
fuir die:

VV 3V fu@ - f@)lly <e (5.2)

ze€X e>0neN N>n

n—oo

konvergiert f,, punktweise gegen f, notiert als f, —— f pkt..

Definition 5.4 (Gleichmifige Konvergenz, normierte Rédume). Fir normierte Riume
(X, - lx) und (Y, || - |ly), eine Funktionenfolge (fp)nen: X — Y und eine Funktion
f: X =Y, fir die:

V3 ) = f@)lly < (5.3)

e>0neN N>n xeX

konvergiert f, gleichmiRig gegen f, notiert als f, —— f glm..
Korollar 5.5. Gleichmdfsig konvergente Funktionenfolgen konvergieren punktweise.

Lemma 5.6. Fir normierte Riume (X,| - ||x) und (Y,|| - |ly), eine Funktionenfolge
(fu)nen: X =Y und eine Funktion f: X =Y ist:

fo 2% falm. < || fr = flloo —=0 (5.4)

18



Kapitel 6

Stetigkeit in normierten Raumen

6.1 Punktweise und gleichmafiige Stetigkeit

Definition 6.1 (Stetigkeit in normierten Réumen). Eine lineare Abbildung f: (X,|| -
lx) = (Y, || - |ly) zwischen normierten Riumen (X, | -||x) und (Y, || - |ly), fir die:

VAV :le—alx<d=|f@) - f@)ly <e (6.1)

e>06>0x'eX

1st stetig im Punkt x € X.

Das verallgemeinert die Definition (??) im Skript Funktionalanalysis, die hier im Spe-
zialfall des Betrags als Norm enthalten ist.

6.2 Gleichmélige Stetigkeit in normierten Raumen

Definition 6.2 (Gleichmifige Stetigkeit in normierten Raumen). Eine lineare Abbildung
(X lx) = (YL - |ly) zwischen normierten Riumen (X, ||||x) und (Y, |||ly) fir die:

V3V ia—ax<d=|flz)— f@)|y <e (6.2)

e>06>0z,2'€eX
1st gleichmafig stetig.

Das verallgemeinert die Definition (??7) im Skript Funktionalanalysis, die hier im Spe-
zialfall des Betrags als Norm enthalten ist.

6.3 Lipschitz-Stetigkeit in normierten Raumen

Definition 6.3 (Lipschitz-Stetigkeit in normierten Rdumen). Fine lineare Abbildung

f+ (X, llx) = (Y| - |ly) zwischen normierten Riumen (X,| - ||x) und (Y| - |v),
fiir die:
. _ / o
3 Y @ - 1@y < Lz - o'l 63)

1st lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten L.

Das verallgemeinert die Definition (??) im Skript Funktionalanalysis, die hier im Spe-
zialfall des Betrags als Norm enthalten ist.

Eine lipschitzstetige Abbildung mit L < 1 ist eine Kontraktion des normierten Raum-
es.
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6.4 Holder-Stetigkeit in normierten Raumen

Definition 6.4 (Holder-Stetigkeit in normierten Réumen). Eine Abbildung f: (X, | -
lx) = (Y, || - |ly) zwischen normierten Riumen (X, | -|x) udn (Y, |- |ly), fir die:

d d VY |f@) - f@)lly < Llle — 2% (6.4)

LeRt ag(0,1) z,2’'€X
ist holderstetig zum Holderexponenten « (oder a-holderstetig).

Das verallgemeinert die Definition (??) im Skript Funktionalanalysis, die hier im Spe-
zialfall des Betrags als Norm enthalten ist und es verallgemeinert die Definition (6.3)) der
Lipschitz - Stetigkeit in normierten Rdumen, die hier im Spezialfall « = 1 enthalten ist.
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Kapitel 7

Aquivalenz von Normen

Definition 7.1 (Aquivalente Normen). Fir einen Vektorraum X werden zwei Normen
| - [|1 und || - ||2 auf diesem, fir die:

Y dlafi < Jlzlls < Cllz]s (7.1)

c,CeRtT zeX
dquivalent genannt.
Offenbar ist die Aquivalenz von Normen tatséichlich eine Aquivalenzrelatio.
Satz 7.2. Auf dem K" sind alle Normen dquivalent.

Damit sind unabhéangig von der betrachteten Norm immer die gleichen Mengen offen
und abgeschlossen.

Beweis. [
Satz 7.3. Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum sind alle Normen dquivalent.

Beweis. O

lsiehe Definition (?7) im Skript Mengenlehre

21



Teil 111

Metrische Raume
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Kapitel 8

Metriken

Ein metrischer Raum ist eine Menge, die mit einer Metrik, einer Abbildung mit bestimm-
ten Eigenschaften, versehen ist. Das Konzept der metrischen Rdume verallgemeinert das
Konzept der normierten Rdume, da jeder normierte Raum auch als metrischer Raum be-
trachtet werden kann. Die Umkehrung gilt nicht, da metrische Rdume nicht unbedingt
Vektorraume sein miissen.

Definition 8.1 (Pseudometrik). Fir eine Menge M ist eine Abbildung d: M x M — R,
fuir die:

I.) Definitheit: x = y = d(z,y) =0

II.) Symmetrie: d(z,y) = d(y, z)
III.) Dreiecksungleichung: d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2)
eine Pseudometrik.

Die Menge M wird mit der Pseudometrik d zu einem pseudometrischen Raum (M, d).

Definition 8.2 (Quasimetrik). Fir eine Menge M ist eine Abbildung d: M x M — R,
fuir die:

I.) Definitheit: v =y < d(z,y) =0
II.) Dreiecksungleichung: d(zx,z) < d(x,y) + d(y, 2)
eine Quasimetrik.
Die Menge M wird mit der Quasimetrik d zu einem quasimetrischen Raum (M, d).
Definition 8.3 (Metrik). Fiir eine Menge M ist eine Abbildung d: M x M — R, fiir die:
I.) Definitheit: v =y < d(z,y) =0
II.) Symmetrie: d(x,y) = d(y, z)
II1.) Dreiecksungleichung: d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2)
eine Metrik.

Im Gegensatz zu Pseudometrik gilt fiir die Metrik sogar Aquivalenz bei der Definitheit.
Jede Metrik ist insbesondere eine Pseudo- und Quasimetrik. Die Menge M wird mit der
Metrik d zu einem metrischen Raum (M, d).
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Lemma 8.4. Fir eine Menge M induziert eine Quasimetrik d eine Metrik d' durch:

(d(z,y) + d(y, x)) (8.1)

N | —

Vo, y em: d(z,y) =

Beweis. OJ

Definition 8.5 (Ultrametrik). Fir eine Menge M ist eine Abbildung d: M x M — R,
fuir die:

I.) Definitheit: v =y < d(z,y) =0

II.) Symmetrie: d(z,y) = d(y, z)
III.) Dreiecksungleichung: d(z,z) < max{d(z,y),d(y,z)}
eine Ultrametrik.

Jede Ultrametrik ist insbesondere eine Metrik. Die Menge M wird mit der Ultraetrik
d zu einem ultrametrischen Raum (M, d).

Satz 8.6. Eine Norm induziert eine Metrik durch:

d(z,y) = ||z -yl (8.2)

Ein normierter Raum wird damit zu einem metrischen Raum. Die von der 1-Norm
induzierte Metrik wird Manhattien-Metrik genannt.

Beweis.
diz,y) =0& ||lr—y|=082-y=0r=y (8.3)
dz,y) =z -yl =1 - (y—2) =|-Ully — 2| = ly — 2l = d(y, ) (8.4)
dz,z) =z =zl =z —y+y—z2[ <z =yl + lly — 2| = d(z,y) +d(y,z)  (8.5)
O
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Kapitel 9

Inneres, Abschluss und Rand in
metrischen Raumen

Definition 9.1 (Kugeln). Fir einen metrischen Raum (M,d) sind die Abbildungen:
B: M xR* — P(M), B(x,r) :={y € M|d(z,y) <r} (9.1)

B: M xR" — P(M),B(z,r) :={y € Mld(z,y) <r} (9.2)

die offene bzw. abgeschlossene Kugel um den Punkt x mit Radius r.

9.1 Offene Mengen

Definition 9.2 (Offene Menge). Eine Teilmenge Q2 C M eines metrischen Raumes (M, d)
fur die:
V d: B ca (9.3)
z€Q e>0
wird offen genannt.

Alle Punkte einer offenen Menge sind also nur von anderen Punkten dieser Menge
umgeben. Aus der Definition folgt direkt, dass @ und der metrische Raum M selbst offen
sind.

Definition 9.3 (Abgeschlossene Menge). Fine Teilmenge 2 C M eines metrischen
Raumes (M, d), fir die QX C M offen ist, wird abgeschlossen genannt.

Beispiel 9.4. () und M sind offen und abgeschlossen.
Lemma 9.5. Die offene Kugel ist tatsdchlich offen.

Beweis. Seien (M, d) ein metrischer Raum und 2 € M sowie r > 0 beliebig. Sei y € B(x,r)
beliebig, dann ist d(x,y) < r, womit r — d(x,y) > 0 und mit der Dreiecksungleichung
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) folgt:

B(y,r —d(z,y)) ={z € M|d(y,z) <r —d(z,y) < d(z,y) +d(y,z) <r}
C {z e M|d(z,z) < r} = B(x,7). (9.4)

]

Lemma 9.6. Die abgeschlossene Kugel ist tatsdchlich abgeschlossen.
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Beweis. Seien (M,d) ein metrischer Raum und =z € M sowie r > 0 beliebig. Sei y €
B(x,7)° beliebig, dann ist d(z, y) > r, womit d(z, y)—r > 0 und mit der Dreiecksgleichung
d(z,y) < d(z,z) +d(y, z) folgt:

B(y>d<x7y) - T) = {Z < M|d<y7 Z) < d(l’,y) - T}
C {z e M|d(z,z) >r} = B(z,r)°. (9.5)
O
Satz 9.7. Der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen.

Beweis. Sei M ein metrischer Raum und (U;);e; eine Familie offener Teilmengen mit [
endlich. Sei z € [,.; U; beliebig, dann:

icl
Vi€ I3e; > 0: B(x,e;) CU; = e = mineg;: B(x,e) C UUZ' (9.6)
el iel
womit [);,.; U; offen ist. O

Da min;e;e > 0 mit Vi € I: ¢; > 0 fiir I abzéhlbar unendlich nicht unbedingt gilt, ist
der Schnitt abzahlbar unendlich vieler offener Mengen tatséchlich nicht unbedingt offen:

N (%%) ~ {0} (9.7)

Satz 9.8. Die Vereinigung abzdihlbar unendlich vieler offener Mengen ist wieder offen.

Beweis. Sei M ein metrischer Raum und (U;);c; eine Familie offener Teilmengen mit [
abzdhlbar unendlich. Sei x € |J,_; U; beliebig, dann:

el

igj:xGUiégloz B(x,g)CUiQUUi (9.8)
iel
womit | J;.; U; offen ist. O

Definition 9.9 (Inneres). Fir eine Teilmenge Q C M eines metrischen Raumes (M, d)
18t:

0° = {z € Q| goz B.(z) C Q} (9.9)
thrlnneres.

Korollar 9.10. Das Innere einer Menge ist offen.

9.2 Abgeschlossene Mengen

Definition 9.11 (Abgeschlossene Menge). Fine Teilmenge @ C M eines metrischen
Raumes (M, d) fir die O offen ist ist abgeschlossen.

Aus der Definition folgt direkt, dass () und der metrische Raum M selbst abgeschlossen
sind. Mengen wie diese, die offen und abgeschlossen sind werden abgeschloffene Mengen
genannt.

Lemma 9.12. Die abgeschlossenen Kugeln sind tatsdchlich abgeschlossen.
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Beweis. [
Durch Komplementbildung der Sétze (9.7) und folgt:

Korollar 9.13. Die Vereinigigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
semn.

Korollar 9.14. Der Schnitt abzdhlbar unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

Definition 9.15 (Abschluss). Fir einen metrischen Raum (M,d) und eine Teilmenge
QC M ust: B
0= {x€M| YO: Bs(:z:)ﬂﬂ#@} (9.10)

ihr Abschluss.
Korollar 9.16. Der Abschluss einer Menge ist abgeschlossen.

Lemma 9.17. Fir einen metrischen Raum (M, d) und eine Teilmenge Q2 C M ist:

Q= {x€M| = :xn’H—f’%x} (9.11)

(mn)nGNCQ

Beweis. C: Sei x € Q und sei (1,),eny C § eine Folge mit ¥n € N: z,, € Bim(z)NQ #0,

dann ist 2, — x. D: Seien x € M und (Tp)nen C € eine Folge mit z, H—°°>_x. Sei
e > 0 beliebig, dann IN € NVn > N: z,, € B.(z), womit Be(z) NQ #Qund z € Q. O

Satz 9.18. Fiir einen metrischen Raum (M, d) liegt eine Teilmenge Q2 C M genau dann
dicht in dieser, wenn Q = M.

Beweis. O

Lemma 9.19. Abgeschlossene Untervektorraume von Banachriumen sind wieder Ba-
nachrdume.

Bewezs. O
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Kapitel 10

Dichte und seperable metrische Raume

Definition 10.1 (Dichte Teilmenge in metrischen Rdumen). Fir einen metrischen Raum
(M, d) liegt eine Teilmenge Q2 C M, fir die:

vV V 4. d(z,y) <e (10.1)

e>0xzeM yeQ

dicht in M.

Beispiel 10.2. N und Z liegen nicht dicht und Q liegt dicht in R mit der vom Betrag
induzierten Metrik.

Lemma 10.3. Fir einen metrischen Raum (M, d) liegt eine Teilmenge 2 C M genau
dann dicht in ithm, wenn Q = M.

Beweis. OJ

Lemma 10.4. Bilder von dichten Teilmengen unter stetigen Abbildungen sind dicht in
deren Bild. Fir eine stetige Abbildung f: M — N zwischen metrischen Riumen (M, d)
und (N,d") sowie Q C M dicht ist f(Q2) C f(M) dicht.

Beweis. Seien ¢ > 0 und y € f(M) beliebig, dann gibt es ein € M mit f(z) =
y und aufgrund der Stetigkeit von f ein § > 0, sodass Vo' € M:d(x,2') < § =
d(f(x), f(x") < e. Da Q C M dicht ist, gibt es ein 2’ € Q mit d(x,z') < §, womit
d(y, f(2") =d(f(z), f(2') <e. Da f(2') € f(Q2) folgt die Behauptung. O

Satz 10.5 (Satz von Baire). Fir einen vollstindigen metrischen Raum (M,d) und ei-
ne Familie (U,)nen von offene dichte Teilmengen ist auch (), .y U, eine offene dichte
Teilmenge.

neN

Bewezis. O

Definition 10.6 (Seperabler metrischer Raum). Ein metrischer Raum, fir den eine ab-
zahlbare dichte Teilmenge existiert, wird seperabel genannt.

R"™ bzw. C" sind mit der von der euklidischen Norm induzierten Metrik seperabel, da
Q" bzw. Q(7)"™ abzdhlbare dichte Teilmengen sind.

Lemma 10.7. Teilmengen seperabler metrischer Raume sind (mit der eingeschrinkten
Metrik) wieder seperabel.

Bewezs. O
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Distanz

Definition 11.1 (Distanz). Fir einen metrischen Raum (M,d) sind die Abbildungen:
dist: M x P(M) — R§ U {oo}, (z,Q) — dist(z,Q) := ing d(z,y) (11.1)
ye

dist: P(M)xP(M) — RIU{oc}, (Q, Q) > dist(Qq, Q) := inf inf d(z,y) = lélg dist(x, Q)

€N xEQN
(11.2)
die Distanz eines Punktes von einer Teilmenge bzw. die zweier Teilmengen voneinander.

Satz 11.2. Die Distanz eines Punktes zu einer Teilmenge ist genau dann null, wenn
dieser im Abschluss der Teilmenge liegt:
r € Q& dist(r,Q) =0 (11.3)
Beweis.
x Gﬁ@a\z/oz B(z,e)NQ #0

&V H:yEB(x,e)

e>0ye

& ;z/oygﬂz d(z,y) <e

& Vo dist(z, Q) = inf d(z,y) < e < dist(z,Q) =0 (11.4)
e>0 ye
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Kapitel 12

Beschranktheit

Sei (M, d) ein metrischer Raum und 2 C M eine Teilmenge.

Definition 12.1 (Radius). Die Abbildung:

rad: P(M) — Rf U{—o00, 00}, rad(2) := sup dist(z, I0Q) (12.1)
z€eQ
ist der Radius.
Insbesondere sind rad()) = —oo und rad(Q2) = oo wenn 99 = (). Das Supremum kann

auch iiber alle Punkte aus () genommen werden, womit es aufgrund der Stetigkeit der
Distanz nach Lemma () sogar ein Maximum nach Lemma () ist.

Definition 12.2 (Mitte). Die Teilmenge:
0" Q = {z € Q| dist(z,00) = rad(Q) } (12.2)
ist die Mitte.

Nach Lemma () ist die Mitte abgeschlossen. Die Distanz zwischen Mitte und Rand ist
genau der Radius:
dist(0*Q, 092) = iralfQ dist(x, 02) = rad(Q2) (12.3)
Ted*

Definition 12.3 (Durchmesser). Die Abbildung:

diam: P(M) — R{ U {—o0}, diam(Q) := sup d(z,y) (12.4)

x,yefl
1st der Durchmesser.

Insbesondere ist diam()) = —oo. Ein metrischer Raum (M, d) fiir den diam(M) < oo
wird beschrinkt genannt. Fiir 9Q # () ist der Radius kleiner als der Durchmesser, da:

rad(£2) = sup dist(z, 9€2) = sup ian d(z,y) < sup d(z,y) = diam(Q2) (12.5)

zeQ zeQ Y€ z,yeQ
VERMUTUNG

Lemma 12.4. Ist 0 wegzusammenhdingend mit rad(Q) < oo sowie f: Q — § stetig,

dann:
?Q: dist(z, 9Q) = dist(f(z), 0Q) (12.6)
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Beweis. Seien y € 002 und z € 0*Q) beliebig sowie v: [0; 1] — QU {y} stetig mit v(0) =y
und (1) = z, dann sind:

dist(—, 9) o v, dist(f(—),0Q) o v: [0; 1] — [0;rad(£2)] (12.7)
stetig mit (dist(—, Q) o v)(0) = dist(y, 9Q2) = 0 und (dist(—, 9N) o y)(1) = dist(z, 0Q) =

rad(€2). Aus dem Zwischenwertsatz folgt die Existenz eines ¢ € [0; 1], sodass dist(~y(¢), 92) =
dist( £ (+()), 00 .
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Kapitel 13

Kompaktheit in metrischen Raumen

Definition 13.1 (Kompaktheit). Fiir einen metrischen Raum (M,d) ist eine Teilmenge
Q C M fir die jede Folge (xp)nen C U eine in ) konvergente Teilfolge besitzt eine
kompakte Menge (oder Kompaktum, Plural: Kompakta).

Satz 13.2. Fin Kompaktum ist beschrdankt und abgeschlossen.

Beweis. Es sei (M,d) ein metrischer Raum mit 2 C M kompakt. Wire Q nicht be-
schrankt, wahle ein zy € € beliebig und Vn € N ein x,, mit d(zg,x,) > n. Diese Folge
konvergiert nicht, da wenn sie es téte, also 3¢ > 0, N € NVn > N : d(z,, ) < € gelten
wiirde ebenso gilt:

n=d(x,, xo) < d(xn, x)+d(z,z0) < €+ d(z,z0) (13.1)

Dies wird nicht erfiillt fiir n > ¢ + d(z, x¢), womit (z,) nicht konvergiert was ein Wider-
spruch zur vorausgesetzen Kompaktheit von € ist. O

Die Umkehrung gilt dabei nicht unbedingt.

Satz 13.3. Fine abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist wieder ein Kompaktum.

Beweis. Es sei (M, d) ein metrischer Raum mit Q@ C M kompakt. Es sei ' C 2 abge-
schlossen. Es sei nun (x,,) C £ eine Folge. Da € kompakt ist, gibt es eine in €2 konvergente
Teilfolge, die, da 2" abgeschlossen ist, gegen einen Punkt in 2’ konvergiert. Damit ist auch
2" abgeschlossen. ]

Satz 13.4. Fine stetige Funktion bildet Kompakta auf Kompakta ab.

Beweis. Es seien (M,d) und (M',d’) metrische Rdume mit Q@ C M kompakt. Es sei
f: M — M’ stetig. Es sei (z])) eine Folge in f[Q], dann gibt es eine entsprechende Folge
() in Q mit f(z,) = x,,. Diese konvergiert nun gegen ein x € Q, da dieses kompakt ist
und da f stetig ist konvergiert nun () gegen f(x) € f[€], womit dieses ebenso kompakt
ist. [

Definition 13.5 (Offene Uberdeckung). Fiir einen metrischen Raum M ist eine Familie
()ier von offenen Teilmengen mit:

M=\ (13.2)

i€l

eine offene Uberdeckung.
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13.1 Satz von Heine—Borel

Satz 13.6 (Satz von Heine-Borel). Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt.

Der Satz von Heine-Borel wird auch Uberdeckungssatz genannt.

Beweis. Sei (M,d) ein metrischer Raum. =: Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von
M, fiir die keine endliche Teiliiberdeckung existiert. 7777 <: Sei (2,,)nen eine Folge in
M. Sei ¢ > 0 beliebig, dann ist (B.(x)).en eine offene Uberdeckung von M, fiir die
eine endliche Teiliiberdeckung (B.(z))zenmrca existiert. Es gibt daher ein « € M, sodass
unendlich viele Folgenglieder von (z,),en, also eine Teilfolge, in B.(x) liegen, die also
gegen x konvergiert. O
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Kapitel 14

Diskrete metrische Raume

Definition 14.1 (Diskreter metrischer Raum). Eine Teilmenge Q@ C M eines metrischen
Raumes (M, d), die nur aus isolierten Punkten besteht:

V d:B.@)na={z} (14.1)

z€Q e>0
wird diskret genannt.

Beispiel 14.2. N und Z sind der vom Betrag induzierten Metrik diskret, Q und R dagegen
nicht.

Lemma 14.3. Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann diskret und kom-
pakt, wenn sie endlich ist.

Beweis. Sei M ein metrischer Raum und €2 C M eine Teilmenge. =-: Sei 2 diskret und
kompakt. Sei e, > 0 fiir jedes z € Q derart, dass B, (x) NQ = {x}, dann ist (B.,(2)).ecq
eine offene Uberdeckung von €, fiir die jedes x € Q nur in B.,(z) enthalten ist. Da eine
endliche Teiliiberdeckung existiert, muss () endlich sein. <: Sei ) endlich. Sei x € ()
beliebig und sei ¢ < mingeq 4, d(x,y) > 0, dann ist B.(z) N Q = {x}, womit (2 diskret
ist. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von § und sei i, € I fiir jedes x € Q derart, dass
x € U;,, dann ist (U;,).eq eine endliche Teiliiberdeckung, womit €2 kompakt ist. O

Lemma 14.4. FEigentliche Abbildungen bilden diskrete und abgeschlossene Teilmengen
auf diskrete Teilmengen ab.

Beweis. Sei f: (M,d) — (N, d’) eine eigentliche Abbildung zwischen metrischen Rdumen
(M, d) und (N, d'), dann XXXX. O
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Folgen in metrischen Raumen

15.1 Punktfolgen in metrischen Raumen

Definition 15.1 (Konvergenz in metrischen Réumen). Fine Folge (2,)nen in einem me-
trischen Raum (M, d), fir die es einen Punkt x € M gibt mit:

V 3V dayz<e (15.1)

e>0neNN>n
15t konvergent gegen x.

Definition 15.2 (Cauchy-Folgen in metrischen Raumen). Fine Folge (2,)nen in einem
metrischen Raum (M,d), fir die:

V4V sd(xpy,xy) <€ (15.2)

e>0neN M,N>n
wird Cauchy-Folge genannt.
Lemma 15.3. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis. XXXX O

Definition 15.4 (Vollstandigkeit). Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge kon-
vergiert, wird vollstindig genannt.

15.2 Funktionenfolgen in metrischen Raumen

Seien (X, dx), (Y, dy) und (Z, dz) metrische Rdume und (f,,)nen, f: X — Y Abbildungen
sowie g: Y — Z stetig.

35



Kapitel 16
Vererbungssatze

n—0o0

Satz 16.1 (Erster Vererbungssatz). Ist f, —— f punktweise und IN € N, sodass alle
(fn)nsn stetig in x € X sind, dann ist f stetig in x.

n—00

Beweis. Seien ¢ > 0 und = € X. Da f, —— f punktweise, sei M € N derart, dass
Vn > M: dy(fu(x), f(z)) < /3. Da alle (f,),>n stetig in z sind, sei § > 0 derart, dass
Vn > NV2' € X:dx(z,2") < § = dy(fu(z), fu(2")) < /3. Sei 2’ € X mit dx(z,2") <6
und n > max{M, N}, dann ist:

Ay (F(2). (@) < dy (F(@). (@) + dy (Fula). (o)) +dy (fula), f2) <& (16.1)

-~ -~ -~

3 3 <3
O
Beweis. Sei (Ty)men C X eine Folge mit z,, 2% 2, dann ist:
lim f(z,,)= lim lim f,(z,)= lim lim f,(z,;,)
M—roo M—00 N—300 00 T—300
= Jim fo (Jim, ) = Jim fux) = 5@ (162
XXXX Priifen, ob Limiten vertauscht werden diirfen. O

n—oo

Satz 16.2 (Zweiter Vererbungssatz). Ist f,, —— f gleichmdf$ig und AN € N, sodass alle
(fr)nsn gleichmdfig stetig sind, dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da f, — f gleichmiRig, sei M € N derart, dass Yn > MVz €
X:dy(fa(x), f(x)) < €/3. Da alle (f,)n>n gleichméfig stetig sind, sei 6 > 0 derart,
dass Vn > NVz,2' € X:dx(z,2") < § = dy(fu(z), f(2')) < /3. Seien z,2’ € X mit
dx(z,z’) < d und n > max{M, N}, dann ist:

Ay (F(2). (@) < dy (F(@), (@) + dy (Fula). (o)) +dy (fula)), f2) < e (16.3)

Lemma 16.3. Ist f, ——= f punktweise, dann ist g o f, ——» go f punktweise.
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Beweis. Seien € > 0 und x € X. Da g stetig ist, sei 6 > 0 derart, dass

V cdy(y, f(x) <6 = dz(g(y), (g0 f)(x)) < e (16.4)

yey
Da f, —> f punktweise, sei N € N derart, dass

V s dy(fal@), f(2) <6 = dz((g0 fa)(x), (g0 f)(z)) << (16.5)

n>N
O
Lemma 16.4. Ist f, — f gleichmdpig, dann ist g o f, —— go f gleichmdpig.

Beweis. Sei € > 0. Da g stetig ist, gilt:

V. 3V idv(y, (@) < 6= ds(g(y), (g0 f)(@) < e (16.6)

zeX >0 yeY
Da f, —> f gleichmifbig, sei N € N derart, dass:

VOV cdy(ful2), f(2) < 6 = dz((go f)(@), (g0 () < & (16.7)

n>N zeX

]
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Kapitel 17

Stetigkeit in metrischen Raumen

17.1 Punktweise Stetigkeit in metrischen Raumen

Definition 17.1 (Stetigkeit in metrischen Rédumen). Eine Abbildung f: (X,dx) — (Y, dy)
zwischen metrischen Riume (X, dx) und (Y,dy), fir die:

V AV dy(a,2)) <6 = dy(f(z), f(2') < e (17.1)

e>06>02'eX

st stetig em Punkt x € X.
Eine bei Abbildung, die in jedem Punkt z € X stetig ist, ist stetig.

Das verallgemeinert die Definition (??) fiir normierte Rdume, die hier im Spezialfall der
von der Norm induzierten Metrik nach Gleichung (??) enthalten ist.

Lemma 17.2. Die Komposition von stetigen Abbildungen ist stetig.
Beweis. Seien f: (X,dx) — (Y,dy) und g: (Y,dy) — (Z,dz) jeweils stetige Abbildung
zwischen den metrischen Raumen (X, dx), (Y,dy) und (Z,dz). XXXX O

Satz 17.3. Fir eine Abbildung f: (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen Raumen (X, dx),(Y, dy)
sind dquivalent:

(L) [ ist stetig bei x € X

(II.) Wenn x,, — x in X, dannf(x,) — f(x) in Y.

(II1.) Fiir jede Umgebung V- C Y won f(x) gibt es eine Umgebung U C X wvon x mit
flUlCcV.

Satz 17.4. Seien (X,dx),(Y,dy),(Z,dz) metrische Riume und f : (X,dx) — (Y,dy)
sowie g : (Y,dy) — (Z,dy) stetig, dann ist auch go f: (X,dx) — (Z,dy) stetig.

Beweis. Sei z € X beliebig. Da f stetig ist gilt:

Vo> 03e > 0V’ € X 1 dx(z,2") <0 = dy(f(x), f(2')) <e (17.2)
Da g stetig ist, gilt mit der Wahl ¢/ = f(2'):
Ve > 03¢ > 0: dy(f(z), f(2) <e=dz(g(f(2)),9(f(")) < (17.3)
Durch Kombination folgt, dass g o f bei x € X stetig ist:
Vo > 03¢ > 0Va' € X :dx(z,2") <d=dz([go fl(z),[go f](z') < ¢ (17.4)
[
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Satz 17.5. Fir eine Abbildung f: (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen Riumen (X, dx),(Y, dy)
sind dquivalent:

(L) [ ist stetig
(I1.) Urbilder von offenen Teilmengen von Y unter f sind offen in X
(I11.) Urbilder von abgeschlossenen Teilmengen in Y unter f sind abgeschlossenen in X

Dieser Satz ist essentiell fiir die allgemeinere Definition (77?) der Stetigkeit in topolo-
gischen Rdumen.

17.2 Gleichméilige Stetigkeit in metrischen Raumen

Definition 17.6 (Gleichméfige Stetigkeit in metrischen Rdumen). Eine Abbildung f: (X,dx) —
(Y, dy) zwischen metrischen Riume (X, dx) und (Y, dy), fir die:

V3V idy(a,d)<d=dy(f(a), f(2) < e (17.5)

e>06>0z,2’eX
st gleichmalig stetig.

Das verallgemeinert die Definition (6.2)) fiir normierte Rdume, die hier im Spezialfall
der von der Norm induzierten Metrik nach Gleichung (??) enthalten ist.

17.3 Lipschitz-Stetigkeit in metrischen Riumen

Definition 17.7 (Lipschitz-Stetigkeit in metrischen Rdumen). Fine Abbildung f: (X, dx) —
(Y,dy) zwischen metrischen Raumen (X,dx) und (Y,dy). fir die:

d VYV &y (f2), f(2) < Ldx(z,2) (17.6)

LeRT z,x'eX
ist lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten L.

Das verallgemeinert die Definition (6.3]) fiir normierte Rdume, die hier im Spezialfall
der von der Norm induzierten Metrik nach Gleichung (?7) enthalten ist.

Beispiel 17.8. Die Identitdt ist lipschitzstetig.
Lemma 17.9. Die Komposition von lipschitzstetigen Abbildungen ist lipschitzstetig.

Beweis. Seien f: (X,dxy) — (Y,dy) und g: (Y,dy) — (Z,dz) jeweils lipschitzstetige
Abbildung zwischen den metrischen Riaumen (X, dy), (Y,dy) und (Z,dz) mit jeweiligen
Lipschitzkonstanten Ly und L,. Fiir z, 2" € X beliebig gilt dann:

dx(x,2") < Lydy (f(x), f(2")) < LyLgdz((g 0 f)(z), (g0 f)(z"))
= LyLydz((g o f)(z), (g0 f)(z"), (17.7)

weshalb g o f lipschitzstetig ist. O
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Der Beweis zeigt fiir die Lipschitz-Konstante:
Lyoy = LysL,. (17.8)

Die Menge der lipschitzstetigen Funktionen auf einem metrischen Raum (X, d) wird als:

Lip(X) := {f:(X,d)—>(X,d)| = :dy(f(x),f(a:’))<LdX(x,x’)} (17.9)

LeRT zx’eX

bezeichnet. Fiir eine Funktion f € Lip(X) wird die kleinste Lipschitzkonstante als:

Lip(f) := inf {L eRT| YV :dy(flz), f(2)) < LdX(x,a:’)} (17.10)

z,x'eX

bezeichnet.

17.4 Holder-Stetigkeit in metrischen Raumen

Definition 17.10 (Holder-Stetigkeit in metrischen Rdumen). Eine Abbildung f: (X,dx) —
(Y,dy) zwischen metrischen Rdaumen (X,dx) und (Y,dy), fir die:

4 3 V :d(f2), f2)) < Ldx(z, ) (17.11)

LeRt a€(0,1] z,2’'€X )
ist holderstetig zum Holderexponenten « (oder a-holderstetig).

Das verallgemeinert die Definition fiir normierte Riume, die hier im Spezialfall
der von der Norm induzierten Metrik nach Gleichung (??) enthalten ist, und es verallge-
meinert die Definition der Lipschitz-Stetigkeit in metrischen Rdumen, die hier im
Spezialfall & = 1 enthalten ist.

Lemma 17.11. Die Komposition von holderstetigen Abbildungen ist héolderstetig.

Beweis. Seien f: (X,dx) — (Y,dy) und g: (Y,dy) — (Z,dz) jeweils lipschitzstetige
Abbildung zwischen den metrischen Riaumen (X, dy), (Y,dy) und (Z,dz) mit jeweiligen
Lipschitzkonstanten L und L, sowie jeweiligen Holderkonstanten oy und oy. Fiir , 2" €
X beliebig gilt dann:

dx(x,2') < Lydy (f(x), f(2'))" < Ly (Lydz((g 0 f) (), (g o f)(2"))*)™
= L¢Lg'dz((g0 f)(@), (g0 f) (@)™, (17.12)
weshalb g o f holderstetig ist. O]
Der Beweis zeigt fiir die Lipschitz- und Hoélder-Konstante:
Loy = LyL, (17.13)
Qgof = apag’ . (17.14)
Die Menge der holderstetigen Funktionen mit Holderexponent o« auf einem metrischen

Raum (X, d) wird als:

Hol, (X) := {f:(X,d)—>(X,d)\ = ;czy(f<x),f<x'))<LdX(m,x/)a} (17.15)

LeERT zx’'€X
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bezeichnet, wobei Hol; = Lip. Fiir eine Funktion f € Hol, (X)) wird die kleinste Lipschitz-
konstante als:

Hol,(f) := inf {L eRT| YV :dy(fz), f(2) < LdX(x,x’)o‘} (17.16)

z,x'eX

bezeichnet, wobei Hol; = Lip.

Zudem induziert eine Abbildung f € Hol,(X,Y) mit Lemma () und () eine Abbildung:

Hol,(f): Holy(X) — Holy(Y), v+ foyo f! (17.17)
HOla(idX) = idHola(X) (1718)
Hol,(f o g) = Hol,(f) o Hol,(g) (17.19)

Kategorientheoretisch betrachtet bildet Hol,: core Met — Mag damit einen kovarianten
Funktor.
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Kapitel 18

Kontraktionen

Definition 18.1 (Kontraktion). Eine lipschitzstetige Abbildung f: (M,d) — (M,d) in
einem metrischen Raum (M,d mit L < 1 ist eine Kontraktion des metrischen Raumes.

Satz 18.2. Die Kontraktion eines beschrankten metrischen Raumen ist nicht surjektiv.
Beweis. Sei ¢ < diam(M)(1 — L) > 0, dann:
Jz,y € M : d(x,y) > diam(M) — e > Ldiam(M) (18.1)
Ist f surjektiv, dann 32’, ¢y € M : f(2') = A f(y') = y und es ergibt sich der Widerspruch:
Ldiam(M) < d(z,y) = d(f(2'), f(y')) < Ld(2',y'") < L diam(M) (18.2)
O
Fiir eine Kontraktion gilt

Ve > OVa,y € M3In € N,n > log; (¢/d(z,y)) :
d(f" (@), f"(y)) < L"d(x,y) < L= 10N d(z,y) = € (18.3)

Das zeigt, dass Vx,y € M die Folgen f"(x) und f"(y) gegeneinander konvergieren, es
kann daher die Konvergenz der Folge nur fiir ein xq € M betrachtet werden.

18.1 Banachscher Fixpunktsatz

Satz 18.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Fir einen Banachraum (M, d) hat jede Kontrak-
tion f: (M,d) — (M,d) einen eindeutigen Fizpunkt v € M mit f(z) = x.

Beweis. Zunichst ist der Fixpunkt eindeutig, da mit zwei verschiedenen Fixpunkten
r,x’ € M mit f(z) = x und f(2') = 2’ folgen wiirde, dass d(f(x), f(2")) = d(x,2’),
was im Widerspruch zu L < 1 bei einer Kontraktion steht.

Es seien m,n € N mit m > n beliebig, dann ist mit der Dreiecksungleichung und der
geometrischen Reihe:

ATy Tn) < ATy Tie1) + oo+ d(Tpy1, xn) < (LM 40004+ Dd(2pg1, )
1 L

< ﬁd<xn+1axn) < 1— L

d(z1, o) (18.4)
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Nun sei € > 0. Mit n > log; (e(1 — L)/d(z1,x0)) gilt:

L g Llogr(e(1-L)/d(z1,20))
<
(xla l'o) =~ 1— L

d(xpm, x,) <

<11 d(z1,20) < € (18.5)

Damit ist die Folge x,, eine Cauchyfolge und konvergiert, da M vollstindig ist. Fiir den
Wert x gegen den die Folge konvergiert muss gelten:

flz)==x (18.6)
0

Essei f: M — M derart, dass f": M — M mit n € N eine Kontraktion ist, die nach
dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt x € M hat. Dann ist © € M auch ein
Fixpunkt von f, da:

fl@) = f(f" (@) = [ (f(2)), (18.7)

womit f(z) auch ein Fixpunkt von f" ist, womit aufgrund der Eindeutigkeit des Fixpunkts
f(z) = x folgt.
18.2 Satz von Bessaga

Satz 18.4 (Satz von Bessaga). Fir eine Menge M und eine Abbildung f: M — M, fir die
f™ fiir jedes n € N genau einen Fizpunkt hat, gibt es fir jedes L € (0;1) eine vollstindige
Metrik dy, auf M, sodass [ beziiglich dy, eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante L ist.

Beweis. XXXX N
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Aquivalenz von Metriken
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Kapitel 20

(Geodaten in metrischen Raumen

Definition 20.1 (Geodétischer metrischer Raum). Ein metrischer Raum (M, d), fir den
Vo, y € M eine minimierende Geodite existiert, wird geodatisch genannt.

C* = C\ {0} ist kein geodétischer metrischer Raum.
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Vervollstandigung metrischer Raume
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Kapitel 22

Hausdorft-Distanz

Definition 22.1 (Hausdorff-Distanz). F'ir einen metrischen Raum (M, d) und nichtleere
Teilmengen X,Y C M 1st:

du(X,Y) := max {sup dist(z,Y"), sup dist (X, y)} (22.1)
zeX yey
thre Hausdorff-Distanz.

Lemma 22.2. Fir einen metrischen Raum (M,d) und nichtleere Teilmengen X,Y C M
188:
X =Y &dy(X,Y)=0. (22.2)

Beweis. XXXX

7:7(:))(@?/\}/@7@(\7 :xE?)/\(V:yEY)

rzeX yey

& (mEVX: dist(z,Y) = 0) A (yyyz dist(X, y) = 0)

< supdist(z,Y) = 0 Asupdist(X,y) =0 < dug(X,Y) =0 (22.3)

reX yey
O
Lemma 22.3. Fiir einen metrischen Raum (M, d) und nichtleere Teilmengen X,Y C M
o | diam(X) — diam(Y)| < 2du(X,Y). (22.4)
Beweis. XXXX [l

Lemma 22.4. Fir einen vollstindigen metrischen Raum (M, d) ist (Comp(M), dy) voll-
standig.

Beweis. XXXX OJ

Lemma 22.5. Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann kompakt, wenn (Comp(M), dy)
kompakt ist.

Beweis. XXXX N

Lemma 22.6. Ein beschrankter metrischer Raum (M,d) ist genau dann lokalkompakt,
wenn (Comp(M),dy) lokalkompakt ist.

Beweis. XXXX N
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Uniforme Raume
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Kapitel 23

Nachbarschaften
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Kapitel 24

Cauchyfilter- und netze

Definition 24.1 (Cauchyfilter). Fiir einen uniformen Raum (X, ®) wird ein Filter F auf
X, fiir den:
VNedIJFeF: FxFCN (24.1)

Cauchyfilter genannt.

Definition 24.2 (Vollstindigkeit). Fin uniformer Raum, in dem jeder Cauchyfilter kon-
vergiert, wird vollstindig genannt.

Definition 24.3 (Cauchynetz). Fir einen uniformen Raum (X, ®) wird ein Netz (x;);cr
auf X, fir das:
VN € ®3i € IVj, k>i: (zj,z,) € N (24.2)

Cauchynetz genannt.
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Teil V

Grundlegende Topologie
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Kapitel 25

Spezielle Topologien

Im Gegensatz zur Algebra, in welcher Mengen mit Verkniipfungsabbildungen auf ihnen
betrachtet werden, werden in der Topologie (dhnlich wie in der Maftheorie) bestimmte
Mengensysteme (Teilmengen der Potenzmenge) von (XXXX: oder auf?) ihnen betrach-
tet. Die Motivation fiir die Definition einer Topologie, die ein solches Mengensystem ist,
stammt dabei von den offenen Mengen von metrischen Rdumen. Die leere Menge und die
ganze Menge sind offen, dariiber hinaus sind endliche Schnitte und abzéhlbar unendliche
Vereinigungen offener Mengen wieder offen. Ein Mengensystem mit solchen Eigenschaften
kann auch ganz ohne eine Metrik untersucht werden.

Definition 25.1 (Topologie). Fiir eine Menge X ist ein Mengensystem Ox C P(X) mit:
[) @,X € Ox

I1.) Fir eine endliche Indezmenge I und (U;);er € Ox ist (,c; Ui € Ox.
(Endliche Schnitte sind also wieder enthalten.)

II1.) Fiir eine beliebige Indexmenge I und (U;)ier € Ox ist |, Ui € Ox.
(Beliebige Vereinigungen sind also wieder enthalten.)

eine Topologie. Die Menge X wird mit der Topologie Ox zu einem topologischen Raum

(X, Ox).

In einem metrischen Raum ist das Mengensystem aller offenen Mengen nach Satz (9.7))
und eine Topologie. Damit induziert eine Metrik stets eine Topologie. Ein topologi-
scher Raum, dessen Topologie von einer Metrik induziert wird, wird metrisierbar genannt.
Insbesondere induziert eine Norm eine Topologie, die Normtopologie genannt wird. Ein
normierter Vektorraum, dessen entsprechende Normtopologie betrachtet wird, wird auch
topologischer Vektorraum genannt.

Ox = {0, X} wird indiskrete und Ox = P(X) diskrete Topologie (oder Klumpentopo-
logie) genannt. Die Mengen der Topologie werden offene Mengen genannt, die Mengen
deren Komplemente offen sind werden abgeschlossene Mengen genannt - das verallge-
meinert das Konzept aus den metrischen Raumen. Mengen wie () und X, die offen und
abgeschlossen zugleich sind werden abgeschloffene Mengen genannt.

Fiir zwei verschiedene Topologien S, T auf einer Menge X mit S C T wird S die grébere
und 7 die feinere der beiden Topologien genannt. Generell gilt eine Topologie als grob,
wenn sie wenige und als fein, wenn sie viele offene Mengen enthélt. Die indiskrete ist die
grobste und die diskrete die feinste Topologie.
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Lemma 25.2. Fir zwei verschiedene Topologien S, T auf einer Menge X ist SN'T
ebenso eine Topologie auf X.

Beweis. Da 0, X € Sund 0,X € T ist 0,X € SN T. Zudem ist fiir eine endliche
Indexmenge [:

(Ui)ier € SNT = (Ui)ier € SA(Ui)iecr €T
:>ﬂUie$/\ﬂUieT:>ﬂUieSﬂT (25.1)

i€l i€l i€l
und eine unendliche Indexmenge J:

(Vi)jes €SNT = (Vj)jes €SN (Vj)jes €T
= Jviesn\VvieT=|JVesSnT (25.2)

= jeJ jeJ
O

Fiir eine Menge X sei Top(X) C P(P(X)) das Mengensystem der Topologien auf X.
Es ist () Nach Lemma (25.2)) ist es schnittstabil (also ein 7-System).

Definition 25.3 (Punktierter topologischer Raum). Ein topologischer Raum X mit einem
Punkt x € X wird zu einem punktierten topologischen Raum (X, ).

25.1 Teilraumtopologie

Lemma 25.4 (Teilraumtopologie). Fir einen topologischen Raum (Y, Oy) und eine Teil-
menge X CY st X mit der Topologie:

Ox ={XNU|U € Oy} (25.3)
ebenfalls eine Topologie, die Teilraumtopologie (auch Relativ- oder Spurtopologie).

Beweis. XXXX OJ

Es gibt eine kanonische injektive Abbildung i: X — Y,z — .

25.2 Quotiententopologie

Lemma 25.5 (Quotiententopologie). Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) und eine
Teilmenge Y C X ist X/Y mit der Topologie:

ebenfalls eine Topologie, die Quotiententopologie.

Beweis. XXXX N

Es gibt eine kanonische surjektive Abbildung p: X — X/Y,z — [z].
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Kapitel 26

Spezielle topologische Raume

26.1 Hausdorff-Raume

Die Betrachtung von Hausdorff-Rdumen wird im Kapitel ,,Hausdorff-Raume* fortgefiihrt.

26.2 Regulare Raume

Korollar 26.1. Reguldire T1-Rdume sind hausdorffsch.

Die Betrachtung von reguliren Ridumen wird im Kapitel ,Regulire Riume” fortge-
fiihrt.

26.3 Normale Raume

Korollar 26.2. Normale T -Rdaume sind requldr.
Korollar 26.3. Normale T1-Raume sind hausdorffsch.

Die Betrachtung von normalen Réumen wird im Kapitel ,Normale Rdume* fortgefiihrt.
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Kapitel 27

Stetige, offene und abgeschlossene
Abbildungen

27.1 Stetige Abbildungen

In der Theorie der metrischen Rdume und spezieller der Theorie der normierten Raume,
insbesondere der reelen Analysis, wird Stetigkeit iiber das e-0-Kriterium definiert. Diese
Definition kann nicht auf topologische Raume verallgemeinert werden, da keine Metrik
mehr vorhanden ist, um Abstinde zwischen Punkten zu messen. In der Theorie der metri-
schen Raume ist (globale) Stetigkeit nach dem e-d-Kriterium jedoch dquivalent dazu, dass
Urbilder offener Mengen wieder offen sind, was sich wiederrum auf topologische Riume
verallgemeinern lésst.

Definition 27.1 (Stetigkeit in topologischen Raumen). Fiir topologische Riume (X, Ox)
und (Y, Oy) wird eine Abbildung ¢: (X, Ox) — (Y, Oy), fir die Urbilder offener Mengen
offen sind:

V ¢ U) € Oy (27.1)

UeOy

stetig genannt.

Das verallgemeinert nach Satz (XXXX) die Definition (17.1)) fiir metrische Raume, die
hier im Spezialfall der von den offenen Mengen in einem metrischen Raum induzierten
Topologie nach Gleichung (??) enthalten ist.

Eine Abbildung ¢: (X,P(X)) — (Y, Oy) mit der diskreten Topologie P(X) auf X ist

immer stetig.
Beispiel 27.2. Die Identitdt ist stetig.
Lemma 27.3. Die Komposition von stetigen Abbildungen ist stetig.

Beweis. Seien f: (X,0x) — (Y,Oy) und g: (Y,0Oy) — (Z,0y) stetige Abbildungen
zwischen topologischen Raumen. Sei U € Oz, dann ist g~ (U) € Oy (da g stetig ist) und
(go f/)~HU) = f~Hg " (U)) € Ox (da f stetig ist), womit g o f stetig ist. O

Lemma 27.4. Fine Abbildung f: (X,0x) — (Y,Oy) zwischen topologischen Rdumen
(X,0x) und (Y,Oy) ist genau dann stetig, wenn Urbilder von abgeschlossenen Mengen
abgeschlossen sind.
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Beweis. XXXX N
Lemma 27.5. Das Produkt von stetigen Abbildungen ist stetig.

Beweis. Seien f: A — B und g: X — Y stetige Abbildungen zwischen topologischen
Raumen. XXXX O

Satz 27.6 (Universelle Eigenschaft der Teilraumtopologie). Fir einen topologischen Raum
(Z,0z) und eine Teilmenge Y C Z ist die Inklusion i: Y — Z,y — y stetig. Mit einem
weiteren topologischen Raum (X, Ox) ist eine Abbildung f: X — Y genau dann stetig,
wenn 1o f: X — Z stetig ist.

Beweis. Sei U € Oy, dann ist i '(U) = UNY offen in Y nach Definition (XXXX)
der Teilraumtopologie. =: Folgt mit Lemma (27.3)). <: Folgt aus Lemma I1.),
explizit: Sei U" € Oy, dann gibt es ein U € Oz mit U’ = U N Z nach Definition (XXXX)
der Teilraumtopologie. Da ¢ injektiv ist, ist:

AU = UNZ)=(iof) (UNZ)

= (io f) ' (U)N (io f) 1 (Z) = (io /)1(U) (27.2)
T/
offen in X. O

Bei stetigen Abbildungen sind die Urbilder offener und abgeschlossener Mengen je-
weils wieder offen und abgeschlossen, die beiden Bedingungen sind nach Lemma (27.4)
sogar dquivalent zueinander. Unter stetigen Abbildungen miissen offene und abgeschlos-
sene Mengen jedoch nicht unbedingt jeweils offen und abgeschlossen sein, umgekehrt folgt
aus diesen beiden Bedingungen keine Stetigkeit und zuletzt sind sie nicht dquivalent. Das
fiihrt auf zwei neue Arten von Abbildungen.

27.2 Offene Abbildungen

Definition 27.7 (Offene Abbildungen). Fir topologische Riume (X,Ox) und (Y, Oy)
wird eine Abbildung ¢: (X, Ox) — (Y, Oy), die offene Mengen auf offene Mengen abbil-
det:

YV oU) €0y (27.3)

UeOx

offen genannt.

Offenbar ist fiir eine offene bijektive Abbildung f: X — Y die Umkehrabbildung f~1
stetig und fiir eine stetige bijektive Abbildung f: X — Y die Umkehrabbildung f!
offen. Eine Abbildung ¢: (X,Ox) — (Y, P(Y)) mit der diskreten Topologie P(Y) auf YV

ist immer offen.
Beispiel 27.8. Die Identitdt ist offen.
Lemma 27.9. Die Komposition offener Abbildungen ist offen.

Beweis. Seien f: (X,0x) — (Y,Oy) und g: (Y,0Oy) — (Z,0z) stetige Abbildungen
zwischen topologischen Raumen. Sei U € Ox, dann ist f(U) € Oy (da f offen ist) und
(go /)(U) =g(f(U)) € Oz (da g offen ist), womit g o f offen ist. O
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Das bedeutet, dass die topologischen Rdume mit den offenen Abbildungen eine Kate-
gorie bilden.

Lemma 27.10. Das Produkt von offenen Abbildungen ist offen.

Beweis. Seien f: A — B und ¢g: X — Y offene Abbildungen zwischen topologischen
Raumen. XXXX O

27.3 Abgeschlossene Abbildungen

Definition 27.11 (Abgeschlossene Abbildungen). Fir topologische Raume (X, Ox) und
(Y, Oy) wird eine Abbildung ¢: (X,Ox) — (Y, Oy), die abgeschlossene Mengen auf abge-
schlossene Mengen abbildet:

V oAt eoy (27.4)

Abeoy

abgeschlossen genannt.
Beispiel 27.12. Die Identitdt ist abgeschlossen.
Lemma 27.13. Die Komposition abgeschlossener Abbildungen ist abgeschlossen.

Beweis. Seien f: (X,0x) — (Y,Oy) und g: (Y,0y) — (Z,0z) abgeschlossene Abbil-
dungen zwischen topologischen Rdumen. Sei A C X abgeschlossen, dann ist f(A) C Y
abgeschlossen (da f abgeschlossen ist) und (g o f)(A) = g(f(A)) C Z abgeschlossen (da
g abgeschlossen ist), womit g o f abgeschlossen ist. O]

Das bedeutet, dass die topologischen Rdume mit den abgeschlossenen Abbildungen
eine Kategorie bilden.

Seien X und Y topologische Raume und f: X — Y bijektiv.

Lemma 27.14. f ist genau dann offen, wenn f abgeschlossen ist.

Beweis. =: Sei f offen und A C X abgeschlossen, dann ist A% offen, f(A)® = f(AY) offen
und f(A) abgeschlossen, womit f abgeschlossen ist. <: Sei f abgeschlossen und U C X
offen, dann ist UC abgeschlossen, f(U)B = f(UC) abgeschlossen und f(U) offen, womit f
offen ist. O

Lemma 27.15. Fir eine Sequenz X NNy topologischer Rdume gilt:
1) Ist go f stetig und f offen, dann ist g|sx) stetig.

II.) Ist go f stetig sowie g injektiv und offen, dann ist f stetig.

III) Ist go f offen und f stetig, dann ist g|px) offen.

IV.) Ist go [ offen sowie g injektiv und stetig, dann ist [ offen.

Als Spezialfall von I.) und III.) gilt: Ist g o f stetig und f surjektiv und offen, dann
ist g stetig. Ist g o f offen und f surjektiv und stetig, dann ist g offen.
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Beweis. Analog zu Lemma 1} [.): Sei U C Z offen, dann ist f‘l(g|;(1x)(U)) = (glyx)0

£)7HU) € X offen, womit f(f~(g]7/x)(U))) = gl (U) N F(X) = gl (U) S Y offen
ist. I1.): Sei U C Y offen, dann ist g(U) C Z offen, womit f~1(U) = f~(

(go f) ' (g(U)) C Y offen ist. IIL.): Sei U C f(X) offen, dann ist f~1(U) C X offen,
womit (g o f)(f7HU)) = glpx)(U N f(X)) = glpx)(U) C Z offen ist. IV.): Sei U C X
offen, dann ist g(f(U)) = (go f)(U) C Z offen, womit ¢~ (g(f(U))) = f(U) C Y offen
ist. [

Lemma 27.16. Fiir topologische Riume X und Y, einen Schnitt s: X — Y und eine
Retraktion r: Y — X gilt:

I.) Ist s offen, dann ist r|yx) stetig.
I1.) Ist s stetig, dann ist r|yx) offen.

Beweis. 1.): r o s = idx ist stetig nach Beispiel (27.2) und s offen, womit 7|, x) nach

Lemma (27.15) 1.) stetig ist. II.): r o s = idy ist offen nach Beispiel (27.8]) und s stetig,
womit 7|4x) nach Lemma (27.15)) III.) offen ist. O

Beweis. 1.): s or|yx) = idyx) ist stetig nach Beispiel (27.2) sowie s injektiv und offen,
womit 7|yx) nach Lemma (27.15) II.) stetig ist. II.): s o r[yx) = idyx) ist offen nach

Beispiel (27.8) sowie s injektiv und stetig, womit r|yx) nach Lemma (27.15) IV.) offen
ist. ]

Satz 27.17. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen, die
offen oder abgeschlossen ist.

L) Ist f injektiv, dann ist f eine topologische Einbettung.
II.) Ist f surjektiv, dann ist f eine Quotientenabbildung.

III.) Ist f bijektiv, dann ist f ein Homdomorphismus.

Beweis. XXXX N
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Kapitel 28

Induzierte und koinduzierte Topologie

Abbildungen zwischen Mengen erzeugen eine (nicht unbedingt eindeutige oder eineindeu-
tige Korrespondenz) zwischen ihren jeweiligen Elementen und Teilmengen. Verfiigt eine
der beiden Mengen {iber eine Topologie, ldsst sich untersuchen, ob diese sich mithilfe der
Abbildung auf die jeweils andere iibertragen lésst.

28.1 Induzierte Topologie

Lemma 28.1 (Induzierte Topologie). Fir eine Menge X, einen topologischen Raum
(Y, Oy) und eine Abbildung f: X =Y ist:

Ox ={fYV)C X|V € Oy} (28.1)

eine Topologie auf X, die induzierte Topologie genannt wird.

Beweis. Da ) € Oy ist = f71(0) € Ox und da YV € Oy ist X = f~1(YV) € Ox.
Fiir eine endliche Familie (U;);e; € Ox gibt es eine endliche Familie (V;);c; € Oy mit
VieI:U; = f~1(V;), womit:

Nv=NF"W)= fl(ﬂm) € Ox. (28.2)
el el %_/

Fiir eine beliebige Familie (U;);c; € Ox gibt es eine beliebige Familie (V;);c; € Oy mit
VieI:U; = f~1(V;), womit:

Uvi=Ur'wv) = f*1<UV;) € Ox. (28.3)
el el %’_/

O

Korollar 28.2. Die induzierte Topologie einer diskreten Topologie entlang einer injektiven
Abbildung ist diskret. Die induzierte Topologie einer indiskreten Topologie ist indiskret.

Korollar 28.3. Fir einen topologischen Raum (Y,Oy) und eine Teilmenge X C'Y ist
die Teilraumtopologie auf X genau die induzierte Topologie der Inklusion X — Y.
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Da Urbilder mit Komplementen vertauschen, ergeben sich die abgeschlossenen Mengen
der induzierten Topologie auf vollig analoge Weise:

O = {1 (V)= Y(Vh C X|V € Oy}
={f"(B) C X|B* € Oy} = {f7(B) C X|B € O}. (28.4)

Lemma 28.4. Fine Abbildung f: (X,0x) — (Y,Oy) zwischen topologischen Rdiumen
(X,0x) und (Y,Oy), wobei ersterer die induzierte Topologie trigt, ist stetig, offen und
abgeschlossen.

Beweis. 1.): Sei V € Oy, dann folgt f~1(V) € Ox direkt aus Gleichung (28.1)). IL.): Sei
U € Ox, dann gibt es ein ein V € Oy mit U = f~}(V) nach Gleichung und daher
fU) = f(f/YV)) =V € Oy. 1IL): Sei A € 0%, dann gibt es ein ein B € Of mit
A = f~Y(B) nach Gleichung und daher f(A) = f(f~Y(B)) = B € O%. O

Lemma 28.5. Die induzierte Topologie einer kompakten Topologie entlang einer Abbil-
dung mit abgeschlossenem Bild (insbesondere einer surjektiven Abbildung) ist kompakt.

Beweis. Seien X eine Menge, (Y, Oy ) ein kompakter topologischer Raum und f: X —
(Y, Oy) eine Abbildung mit f(X) C Y abgeschlossen. Sei (X, Ox) die dadurch induzierte
Topologie auf X.

Sei (U;)ics eine offene Uberdeckung von X, dann gibt es eine Familie (V;);e; offener Mengen
in Y mit Vi € I: U; = f~(V;), die eine offene Uberdeckung von f(X) sind, da:

£ (U vj> ~Uson =Uui=x = Jv; = £00. (28.5)

Da Y kompakt und f(X) C Y abgeschlossen ist letzteres nach Satz (47.2) kompakt, also
existiert eine endliche Teilmenge J C I, sodass (V;),c;s bereits eine offene Uberdeckung
von f(X) ist. Dann ist:

Ju-Ur - 1 (.U v;) W -x (2556)

O
Das abgeschlossene Bild ist dabei zwingend notwendig, wie folgendes Beispiel zeigt:
Beispiel 28.6. XXXX

Fiir die Korrespondenz zweier Topologien bei Verwendung der induzierten Topologie
fiir letztere kann untersucht werden, inwiefern topologische Eigenschaften in Beziehung
zueinander stehen. Wichtig sind dabei insbesondere Kompaktheit, Hausdorffigkeit, Regu-
laritdt und Normalitat.

Nach Lemma (72.13)) ist die induzierte Topologie einer hausdorffschen Topologie entlang
einer injektiven Abbildung hausdorffsch.

Lemma 28.7. Die koinduzierte Topologie einer hausdorffschen Topologie entlang einer
bijektiven Abbildung ist hausdorffsch.
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Beweis. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f: (X,Ox) — Y eine
Abbildung. Sei (Y, Oy) die dadurch koinduzierte Topologie auf Y.

Seien y # y € Y, dann gibt es x # 2/ € X mit y = f(x) und ¢’ = f(2’), da f surjektiv
ist. Es gibt disjunkte offene Mengen U, U’ C X mit x € U und 2z’ € U’. O

Lemma 28.8. Die induzierte Topologie einer hausdorffschen Topologie entlang einer in-
jektiven Abbildung ist hausdorffsch.

Beweis. Seien X eine Menge, (Y, Oy) ein topologischer Raum und f: X — (Y, Oy) eine
Abbildung. Sei (X, Ox) die dadurch induzierte Topologie auf X.

Seien x # 2’ € X, dann sind f(z) # f(2’) € Y, da f injektiv ist. Es gibt disjunkte offene
Mengen V, V' C Y mit f(z) € V und f(z') € V. O

28.2 Koinduzierte Topologie

Lemma 28.9 (Koinduzierte Topologie). Fir einen topologischen Raum (X,Ox), eine
Menge Y und eine Abbildung f: X — Y ist:

Oy ={V CY|f (V) e Ox} (28.7)
eine Topologie auf Y, die koinduzierte Topologie genannt wird.

Beweis. Da f71(0) =0 € Ox ist 0 € Oy und da f~(Y) = X € Ox ist Y € Oy. Fiir
eine endliche Familie (V;);e; € Oy ist (f~1(V;))ies € Ox, womit:

! (ﬂ%) =(f'(Vi)) =( Ui € Ox = (Vi € Oy. (28.8)

iel icl el iel

Fiir eine beliebige Familie (V});c; € Oy ist (f71(V;))ier € Ox, womit:

7 (UW) ZUf‘l(\/;)=UU,~€(9X:>UV,~€Oy. (28.9)

i€l i€l el i€l
O

Korollar 28.10. Die koinduzierte Topologie einer diskreten Topologie ist diskret. Die
koinduzierte Topologie einer indiskreten Topologie entlang einer surjektiven Abbildung ist
indiskret.

Korollar 28.11. Fir einen topologischen Raum (X, Ox) und eine Teilmenge Y C X ist
die Quotiententopologie auf X /Y genau die koinduzierte Topologie der Projektion X —
X/Y.

Da Urbilder mit Komplementen vertauschen, ergeben sich die abgeschlossenen Mengen
der koinduzierten Topologie auf vollig analoge Weise:

O = {VECY[f(V) € Ox}
={BCY|f (B =fUB ecOy}={BCY|f I (B) e 0O} (28.10)
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Lemma 28.12. Fine Abbildung f: (X,0x) — (Y, Oy) zwischen topologischen Riumen
(X, Ox) und (Y, Oy), wobei letzterer die koinduzierte Topologie trigt, ist stetig, und sofern
zusdtzlich injektiv, zudem noch offen und abgeschlossen (also eine topologische Einbettung

nach Satz ).

Beweis. 1.): Sei V' € Oy, dann folgt f~'(V) € Ox direkt aus Gleichung (28.7). 11.): Sei
U € Ox,dannist f~'(f(U)) = U, da f injektiv ist. Aus Gleichung (28.7) folgt f(U) € Oy.
IIL): Sei A € O%, dann ist f~1(f(A)) = A, da f injektiv ist. Aus Gleichung (28.10) folgt
f(A) € Oy. O

Die Injektivitét ist fiir die letzten beiden Resultate zwingend notwendig, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Beispiel 28.13. Fs trage {0,1,2} jeweils die Topologie, fiir die {2} C {0,1,2} die einzige
nichttriviale offene bzw. abgeschlossene Teilmenge ist. Die Abbildung {0,1,2} — {0,1}
mit 0 — 0, 1 — 1 und 2 — 1 induziert in beiden Fdllen die indiskrete Topologie auf {0,1}
und ist weder offen noch abgeschlossen.

Fiir die Korrespondenz zweier Topologien bei Verwendung der koinduzierten Topologie
fiir letztere kann untersucht werden, inwiefern topologische Eigenschaften in Beziehung
zueinander stehen. Wichtig sind dabei insbesondere Kompaktheit, Hausdorffigkeit, Regu-
laritdt und Normalitat.

Lemma 28.14. Die koinduzierte Topologie einer kompakten Topologie entlang einer sur-
jektiven Abbildung ist kompakt.

Beweis. Sei (X, Ox) ein kompakter topologischer Raum, Y eine Menge und f: (X, Ox) —
Y eine surjektive Abbildung. Sei (Y, Oy) die dadurch koinduzierte Topologie auf Y.

Sei (V;)ier eine offene Uberdeckung von Y, dann ist (f~'(V;))ics eine offene Uberdeckung
von X. Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge J C I, sodass (f~1(V}))ies
bereits eine offene Uberdeckung von X ist. Dann ist:

! (U vj> =Ur'v=x=Uv=rx)=v. (28.11)
ieJ ieJ ieJ
O

Die Surjektivitit ist dabei zwingend notwendig, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 28.15. Fiir eine endliche Menge X und eine unendliche Menge Y ist (X, P(X))
kompakt und (Y, P(Y')) nicht kompakt. Letzere ist nach Korollar (28.10) die koinduzierte
Topologie unter jeder Abbildung X — 'Y, die insbesondere nie surjektiv sein kann.

Lemma 28.16. Die koinduzierte Topologie einer hausdorffschen Topologie ist hausdorffsch.

Beweis. XXXX O
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Kapitel 29

Produkt- und Koprodukttopologie

In der Mengenlehre gehoren (kartesische) Produkte und Koprodukte (disjunkte Vereini-
gungen) von Mengen zu den grundlegenden Konstruktionen zur Erzeugung einer einzigen
Menge aus einer Familie an Mengen. In der Topologie ldsst sich untersuchen, ob es kano-
nische Mo6glichkeiten gibt, eine Topologie auf diesen beiden Konstruktionen zu definieren,
die analog aus den einzelnen Topologien konstruiert wird.

29.1 Produkttopologie

Definition 29.1 (Produkttopologie). Fir topologische Raume (X;, O;)icr ist die grobste
Topologie auf:

xX=1[x, (29.1)
el
also die mit den wenigsten offenen Mengen, beziiglich der alle Projektionsabbildungen
proj,: X — X; stetig sind, die Produkttopologie auf X.

Die offenen Mengen sind damit:

II = (29.2)

1€l T;€0;
Da die Projektionsabbildungen nach Lemma (47.3) insbesondere kompakt sind, folgt:

Korollar 29.2. Sei (X;);e; eine Familie topologischer Riume. Ist [[,.; X; kompakt, dann
sind alle X; kompakt.

Lemma 29.3 (Universelle Eigenschaft der Produkttopologie). Fir topologische Raume
(Xi)ier mit dem Produktraum X = [],.; Xi und einen topologischen Raum Y mit stetigen
Abbildungen f;: Y — X, gibt es genau eine stetige Abbildung f:Y — X, sodass:

;Z;: fi =proj,o f (29.3)

also das Diagramm.:

Y —> X;
\ A)h
kommutiert.
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Beweis. Auf den zugrundeliegenden Mengen gibt es nur eine Abbildung, welche das Dia-
gramm kommutativ macht:

[Y = X =]][Xiy—2772 (29.4)
el
O

Lemma 29.4. Fir einen topologischen Raum X, eine Familie (Y;);e; an topologischen

Raumen und eine Familie (f;: X — Yi)ie; an stetigen Abbildungen ist HZ.GI fi: X —
[Lic; Yi stetig.
Beweis. XXXX N

29.2 Koprodukttopologie

Definition 29.5 (Koprodukttopologie). Fiir topologische Riume (X;, O;);cr ist die feinste
Topologie auf:

x=][x. (29.5)
iel
also die mit den meisten offenen Mengen, beziiglich der alle Einbettungsabbildungen ins;: X; —
X stetig sind, die Koprodukttopologie.

Eine Menge U C X ist daher genau dann offen, wenn Vi € I: ins;'(U) C X; offen
sind.

Lemma 29.6 (Universelle Eigenschaft der Koprodukttopologie). Fir topologische Riume
(Xi)ier mit dem Produktraum X = [],.; X; und einen topologischen Raum 'Y mit stetigen
Abbildungen g;: X; — 'Y g¢ibt es genau eine stetige Abbildung g: X — Y, sodass:

EZ: gi = goins; (29.6)

also das Diagramm.:

kommutiert.

Beweis. Auf den zugrundeliegenden Mengen gibt es nur eine Abbildung, welche das Dia-
gramm kommutativ macht:

X =[] =Y (2i,i) = gia:) (29.7)
el

]

Lemma 29.7. Fir eine Familie (X;);c; an topologischen Raumen, einen topologischen

RaumY und eine Familie (f;: X; = Y)ier an stetigen Abbildungen ist [..; fi: [Lic; Xi =
Y stetig.
Beweis. XXXX [
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Kapitel 30

Topologische Operationen

Seien X und Y topologische Raume.

30.1 Inneres

Definition 30.1 (Inneres). Fir einen topologischen Raum (X, Ox) und eine Teilmenge
Q C X ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen:

= J U (30.1)
UEOX,
Uch
thr Inneres.

Das Innere wird auch als int(2) bezeichnet und das Innere des Komplements, wel-
ches Aufleres genannt wird, auch als ext({2). Da abzdhlbar unendliche Vereinigungen von
offenen Mengen wieder offen sind, ist 2° offen.

Lemma 30.2. Fir einen topologischen Raum X st eine Teilmenge Q2 C X genau dann
offen, wenn Q° = Q.

Beweis. =: Q° C Q folgt direkt aus Definition (30.1)), da das Innere eine Vereinigung
von Teilmengen von (2 ist. Ist ) offen, also €2 € Oy, dann ist es in der Vereinigung von
Definition (30.1)) enthalten, womit  C 2°. «<=: Da Q° offen ist, ist trivialerweise Q = Q°
offen. ]

Lemma 30.3. Das Innere ist ein Kernoperator. Fir Teilmengen A, B C X ist:
1) A° C A.
II.) AC B= A° C B°.

III.) (A°)° = A°.

Beweis. 1.) und II.) folgen direkt aus Definition (30.1)). O
Lemma 30.4. Fir Teilmengen A, B C X 1ist:
(ANB)=A"NB° (30.2)
(AUB)®° D A°U B°. (30.3)
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Bewezs.

anp=Julnl UVvI=U |l UUvulnv=1 Uunv

UCA, VCB, UCA, VCB, UCA, VCB,
UeOx VeOx UeOx VeOx UeOx VeOx
= U w=@nnBy (30.4)
WCANB,
WeOx

ruvp=Julvl UVvi=U U Uvuv

UCA, VCB, UCA, VCB,
UeOx VeOx UeOx VeOx
c |J w=(@uBy (30.5)
WCAUB,
WeOx
0
Lemma 30.5. Fir Teilmengen A C X und B CY gilt:
(Ax B)° = A°x B° (30.6)
Beweis. [

30.2 Abschluss

Definition 30.6 (Abschluss). Fir einen topologischen Raum (X, Ox) und eine Teilmenge
Q C X ist der Schnitt aller abgeschlossenen Obermengen:

Q= (] A4 (30.7)

Aeog,
QCA

thr Abschluss.

Der Abschluss wird auch als cl(2) bezeichnet. Da abzéhlbar unendliche Schnitte von
abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen sind, ist €2 abgeschlossen.

Lemma 30.7. Fiir einen topologischen Raum X ist eine Teilmenge Q) C X genau dann
abgeschlossen, wenn 2 = (2.

Beweis. =: Q C Q folgt direkt aus Definition , da der Abschluss ein Schnitt von
Obermengen von (2 ist. Ist €2 abgeschlossen, also 2 € OE(, dann ist es im Schnitt von
Definition enthalten, womit  C €. «<: Da ) abgeschlossen ist, ist trivialerweise
Q) = Q abgeschlossen. O

Lemma 30.8. Der Abschluss ist ein Hillenoperator. Fir Teilmengen A, B C X ist:
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L) AcCA.
I.) ACB= ACB.

1) A="A4.

Beweis. 1.) und II.) folgen direkt aus Definition (30.6)).

Korollar 30.9. Es gilt der Zusammenhang:
C

@)=l Ur|l=N71=T=2

TeOx, TeOx,
TCO TCQ

Lemma 30.10. Fir Teilmengen A, B C X ist:

IN
|
o]

ANB N

U B.

S
o |

UB =

T€0%,
obcr

Beweis. Mit Lemma (??) und den DeMorgan-Gesetzen ist:

AAB = (((anBr)) = ((A£us))

N

AUB

((omf) ) = (405 )

= () 0 () ) = () o ()

() () = () () =

Lemma 30.11. Fir Teilmengen A C X und B CY gilt:

AxB=AxB

Beweis. XXXX

S|
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(30.8)

(30.9)

(30.10)

(30.11)

(30.12)

(30.13)

O

Lemma 30.12. Fir eine Teilmenge Q2 C X und eine stetige Abbildung f: X — Y ist:

(30.14)

(30.15)
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Beweis. Seiy € f(2)°,dann 3¢ > 0: B.(y) C f(Q)° C f(Q) = fHy) € fH(B:(y)) C Q,
wobei f~1(B.(y)) offen ist, da f stetig ist. Damit ist f~'(y) € Q° =y € f(Q°).

Sei y € f(Q), dann I(Yp)nen C f(Q): yn — y, wobei f~1(y,) — f'(y) nach Lemma

, da f stetig ist. Da (7 (yn))nen C Qist f7H(y) € Q =y € f(Q). O

Lemma 30.13. Fir eine Teilmenge Q0 C X und eine offene Abbildung f: X — 'Y ust:
f(2°) C f(Q)° (30.16)
Q) C F(Q) (30.17)

Beweis. Sei y € f(Q°), dann Jz € Q°: f(x) = y und Je > 0: B.(x) C Q° C Q, wobei
f(B:(x)) offen ist, da f offen ist. Da y € f(B.(z)) C f(2) ist y € f(Q°)

Sei y € f(Q), dann Iz € Q: f(x) = y und I(z,)nen C Q: 7, — 2, wobei f(x,) — f()
nach Lemma (38.3), da f offen ist. Da (f(2,))nen C f(Q), ist y € (). O
Aus den Lemmata (30.12)) und (30.13)) folgt direkt:

Korollar 30.14. Fir eine Teilmenge Q0 C X erhalten stetige und offene Abbildung
f: X =Y das Innere und den Abschluss:

FE°) = f()° (30.18)
f() = f() (30.19)
Lemma 30.15. Fir eine Teilmenge 2 CY und eine stetige Abbildung f: X — Y ist:
fFH) C FHQ)° (30.20)
@) < ) (30.21)
Beweis. Da f~! offen ist folgt dies aus Lemma (30.13)). O

Beweis. Sei z € f~1(Q°) beliebig, dann ist f(z) € Q°. Daher 3¢ > 0: B.(x) C Q°, wobei
f7Y(B:(x)) offen ist, da f stetig ist. Da x € f~}(B.(x)) C f~1(Q), ist z € f~1(Q)°.

Sei x € f~1(Q) beliebig, dann ist f(x) € Q. Daher I(yp)nen C Q: yn — f(2), wo-
bei f~!(y,) — z nach Lemma (38.4), da f stetig ist. Da (f~'(yn))nen € f7H(Q) ist

r € f~1(Q). O

Lemma 30.16. Fir eine Teilmenge Q2 CY und eine offene Abbildung f: X — 'Y ist:
FH) 2 Q)" (30.22)
() =N ()] (30.23)

Beweis. Da f~! stetig ist folgt dies aus Lemma (30.12)).

Beweis. Sei x € f~1(Q)°, dann 3¢ > 0: B.(z) C f71(Q)° C f7YQ) = f(z) € f(B:(x)) C
Q, wobei f(B.(x)) offen ist, da f offen ist. Damit ist f(x) € Q° = x € f~1(Q).

Sei z € f~1(Q), dann I(z,)neny C f7HQ): 2, — x, wobei f(x,) — f(z) nach Lem-
ma , da f offen ist. Da (f(2))neny C Qist f(2) € Q =z € f71Q). O
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30.3 Rand

Definition 30.17 (Rand). Fir einen topologischen Raum X und eine Teilmenge Q@ C X
ist ihr Abschluss ohne ihr Inneres:

0N :=Q\Q° (30.24)
thr Rand.

Das Innere ist der Unterraum ohne den Rand und der Abschluss ist der Unterraum
mit dem Rand. Die hinteren Gleichungen folgen direkt aus Idenitdten der Mengenlehre,
die vorderen aus der Inklusion ©° C ) C Q:

Q°=0\00=0)\0Q (30.25)

Q=QUIN=Q"UdN (30.26)
Ein Unterraum mit leerem Rand wird randlos genannt. Mit den Lemmata (30.2) und

[30.7) folgt:

Korollar 30.18. Die randlosen Teilmengen sind genau die abgeschloffenene Teilmengen.

Der Rand besteht aus all den Punkten, die sowohl im Abschluss von € als auch QF
liegen, da mit Korollar (30.9)):

N =0\=0n @) =000 (30.27)

Daraus folgt unmittelbar, dass d(QF) = 9. Als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen
folgt ebenfalls:

Korollar 30.19. Der Rand ist abgeschlossen.

N
(90) = (Q N QC) — QT Ut = 0o U (b (30.28)

Aus der Anwendung des Abschlussoperators auf die Inklusion Q° C € folgt Q° C Q mit
dessen Monotonie nach Lemma (30.8). Aus der Anwendung des Inneren auf die Inklusion
Q C Q folgt Q° C Q° mit dessen Monotonie nach Lemma 1) Fiir den Rand des
Inneren und Abschlusses folgen mit der Idempotenz aus den Lemmata (30.8]) und (30.3))
die Inklusionen: o _
I(Q2°) =Q°\ (2°)° CQ\Q° =00 (30.29)
N =0\0"CO\Q =00 (30.30)
Die Inklusionen konnen echt sein, wie Q C R mit () C R in beiden Féllen bestitigt.
Beispiel 30.20. Es stimmt nicht, dass fiir eine offene Menge U = U gilt; ein Gegenbei-

spiel ist U = (=1,0) U (0,1) C R. Es stimmt ebenfalls nicht, dass fiir eine abgeschlossene
Menge A = A° gilt; ein Gegenbeispiel ist A = {0} C R. Jedoch gelten die Inklusionen:

U=U°cU (30.31)
A=ADA° (30.32)
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Lemma 30.21. Wenn ANB =0, dann ist A N B° = 0.

Beweis. Sei z € A O_FO, dann ist = € Aund z € B. Da B  und A° jeweils Umbegungen
von z sind folgt ANB° # @ und A° N B # 0. XXXX O

Lemma 30.22. Fir einen topologischen Raum X und Teilmengen A, B C X ist:
I(ANB)C (JANB)U (ANOB) CHAUIB (30.33)

d(AUB) C (OANBYY U (AN oB) C 0AU OB (30.34)

Die erste Inklusion in der ersten Gleichung kann echt sein, wie Q, R\Q C R mit ) C R
bestitigen. Die erste Inklusion in der zweiten Gleichung kann echt sein, wie Ry, Ry C R
mit () C {0} bestitigen.

Beweis. Mit Gleichung (30.27)) und Lemma (30.10)) ist:
HANB)=ANBN(ANBS=ANBNAUB' C AnBn (ACU B)
:(Zmﬁmﬁ)u(ﬁmﬁmﬁ):(aAmE)u(ZmaB) (30.35)

HAUB)=AUBN(AUBS=AUBNA' N B C (AUB)N AN BL
:<ZHEHE>U<EHFOE):(8AOE)U(Eﬂ83) (30.36)
]

Der Rand des Randes und der Raum miissen nicht unbedingt iibereinstimmen, etwa
sind 9([0; 1] N Q) = [0; 1] und 00([0;1] N Q) = 0[0; 1] = {0;1}.

Lemma 30.23. Fir einen topologischen Raum X und eine Teilmenge €2 C X ist:
(092)° =0 (30.37)
000L) = 0012 (30.38)

Beweis. Sei x € (99)° C 09, dann existiert eine offene Umgebung z € U C 9Q C Q. Da

Un QE = () ist = ¢ ﬁc, womit x ¢ JQ nach Gleichung (30.27), was ein Widerspruch ist.
Alternativ ist mit Gleichung (30.27)), Lemma (30.8)), Korollar (30.9) und Lemma (30.4):

(69)° = (ﬁ N ﬁ‘"’) = (9n ﬁ°‘7)o —onotcanat=y (30.39)

Da der Rand nach Korollar (30.19) abgeschlossen ist, folgt (909)° = (90Q)° = 0, also
00082 = 000 \ (0092)° = Q0. O

Satz 30.24. Flir topologische Riume X und Y sowie Teilrdume A C X und B CY gilt:

(A x B) = (0A x B) U (A x 0B) (30.40)
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Beweis. Mit den Lemmata (30.11]) und ([30.5))

(30.41)
0
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Kapitel 31

Isolierte Punkte und Haufungspunkte

Definition 31.1 (Isolierter Punkt). Fir eine Teilmenge M C X eines topologischen
Raumes (X, Ox) ist ein Punkt p € M fiir den es eine Umgebung gibt die nur p enthdlt,

also fir den:
p & M\ {p} (31.1)
ein isolierter Punkt.

Die Menge aller isolierten Punkt wird als:

iso(M) :={p e Mlp ¢ M\ {p}} (31.2)
bezeichnet. Ist M = iso(M) wird die Menge M isoliert genannt.

Definition 31.2 (Haufungspunkt). Fir eine Teilmenge M C X eines topologischen
Raumes (X, Ox) ist ein Punkt p € M fir den es keine Umgebung gibt die nur p ent-
hdlt, also fiir den:

p € M\ {p} (31.3)

ein Haufungspunkt.

Ein Punkt ist also genau dann ein Haufungspunkt, wenn er kein isolierter Punkt ist.
Die Menge aller Haufungspunkt wird als:

acc(M) := {p € M|p € M\ {p}} (31.4)

bezeichnet. Die Menge M zerfillt nun disjunkt in die Menge ihrer isolierten und die Menge

ihrer Haufungspunkte:
M = iso(M)Uacc(M) (31.5)
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Umgebungen

Definition 32.1 (Umgebung). Fir einen topologischen Raum X und einen Punkt v € X
st eine Menge x € M C X, fir die eine offene Menge x € U C M existiert eine
Umgebung von x.

Die Menge aller Umgebungen von x wird als U(x) bezeichnet, sie ist ein Mengenfilter.
Definition 32.2 (Umgebungsbasis). Fir einen topologischen Raum X und einen Punkt

x € X ist eine Teilmenge B C U(x, frdie : \v4 4 .BcC U(32.1) eine Umgebungs-
UeU(z) BeB(x)

basis.

73



Kapitel 33

Zusammenhangende Raume

Fiir geometrische Formen im euklidischen Raum oder abstraktere Graphen existiert an-
schaulich ein Verstédndnis von Zusammenhang. Dieses greift auf eine mogliche Zerlegung
des untersuchten Objektes in elementarere Teile zuriick. Fiir topologische Raume ist eine
analoge Definition trotz der abstrakteren Definition ebenfalls moglich, fiir die elementa-
reren Teile kommen dabei nur die offenen Mengen infrage.

Definition 33.1 (Zusammenhédngender Raum). FEin topologischer Raum (X,QOx), der
stch nicht in zwei nichtleere, disjunkte und offene Teilmengen aufteilen ldsst:

A UVAIANUNV =BAUUV = X, (33.1)
UVeOx

wird zusammenhangend genannit.

Bemerkung 33.2. Die leere Menge ) ist gemdfS dieser Definition nicht zusammenhdn-
gend.

Eine analoge Definition fiir o-Algebren, die genau wie Topologien ebenfalls Mengen-
systeme sind, ist dagegen nicht sinnvoll, da deren Definition beinhaltet, dass fiir jede
Menge ebenfalls ihr Komplement enthalten ist.

Beispiel 33.3. Teilmengen von (weg)zusammenhdngenden Raumen missen (mit der Teil-
raumtopologie) nicht (weg)zusammenhdingend sein, etwa (—1,0) U (0,1) C (—1,1).

Beispiel 33.4. Teilmengen von wegzusammenhdingenden Rdumen miissen (mit der Teil-
raumtopologie) nicht wegzusammenhdngend sein. XXXX

Lemma 33.5. [0, 1] ist wegzusammenhdingend.
Beweis. XXXX N

Lemma 33.6. Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhdangend, wenn das
Bild jeder stetigen Abbildung X — {0;1} genau ein Element enthdlt.

{0;1} triagt dabei die diskrete Topologie, also die Teilraumtopologie der kanonischen
Topologie auf R. Es kann X ## () angenommen werden, da () nicht zusammenhéngend ist

und kein Element im Bild der eindeutigen Abbildung () N {0; 1} liegt.
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Beweis. =: Sei f: X — {0;1} stetig mit beiden Elementen im Bild, dann sind f~1(0) # 0
und f~1(1) # 0 disjunkte offene Teilmengen von X. <: Sei X nicht zusammenhingend,
dann gibt es offene Mengen Uy, Uy C X mit Uy, Uy # () sowie UyNU; = @ und U; U0, = X,
womit die Abbildung:

) ) 0 ,xel
f.X—>{O,1},xl—>{ L el

wohldefiniert ist und ihr Bild zwei Elemente enthélt. O

(33.2)

Lemma 33.7. Fir eine nichtleere Familie (X;)icr topologischer Riume ist X = [[,.; X;
genau dann (weg)zusammenhangend, wenn alle X; (weg)zusammenhdngend sind.

Es kann angenommen werden, dass alle topologischen Rdume nichtleer sind, andern-
falls gilt die Aquivalenz, da beide Seiten falsch sind.

Beweis. wegzsmh: =: XXXX «: XXXX zsmh: =: Wire X, nicht zusammenhéngend,
gidbe es nach Lemma eine Abbildung f: X; — {0;1} mit img(f) = {0;1} und
daher eine Abbildung f o pr;: X — {0;1} mit img(f o pr;) = {0;1}, womit X nach
Lemma, nicht zusammenhingend wire. <: XXXX O

Lemma 33.8. Fir eine nichtleere Familie (X;)ie; punktierter topologischer Rdume ist
X = VierX; genau dann (weg)zusammenhdingend, wenn alle X; (weg)zusammenhdingend
sind.

Beweis. wegzsmh: =: Folgt aus Korollar (33.14) mit X; = V,e1.X;/ Vieriz; Xi. < XXXX
zsmh: = FOlgt aus Korollar 3314 mit Xj = vieIXi/ \/iEI,iij X;. < XXXX O

Lemma 33.9. Fir einen topologischen Raum X und eine Familie (X;);cr (weg)zusammen-

hingender Teilmengen ist (,c; X; (weg)zusammenhingend.

Beweis. XXXX O

Lemma 33.10. Fir einen topologischen Raum X und eine Familie (X;);e1 (weg)zusammen-
hingender Teilmengen, fir die (,c; Xi # 0, ist J,c; Xi (weg)zusammenhdngend.

Beweis. XXXX O

Satz 33.11 (Hauptsatz des Zusammenhangs). Fir topologische Riume X und Y mit
ersterem (weg)zusammenhdngend sowie eine stetige Abbildung f: X — Y ist f(X) CY
(weg)zusammenhdngend.

Beweis. wegzsmh: Seien y, 3 € f(X), dann gibt es z,2 € X mit f(z) =y und f(z') =¢'.
Da X wegzusammenhingend ist, gibt es einen Weg ~: [0;1] — X mit v(0) = z und
(1) = 2/, damit ist f ov: [0;1] — f(X) nach Lemma ein Weg mit (f o~)(0) =y
und (f 07)(1) = o/

zsmh: Seien U,V C f(X) offen und disjunkt, dann sind f~*(U), f~(V) C X offen und
disjunkt, womit 0.B.d.A. f~(U) =0 und U = 0. O

Da Retraktionen stets surjektiv sind, folgt direkt:
Korollar 33.12. Retrakte von (weg)zusammenhdngenden Riumen sind (weg)zusammenhdingend.

Korollar 33.13. Gibt es fiir topologische Riume X undY mit X (weg)zusammenhdngend
eine surjektive und stetige Abbildung X — Y, dann ist Y (weg)zusammenhangend.
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Korollar 33.14. Fir einen (weg)zusammenhdngenden topologischen Raum X und eine
Teilmenge Y C X ist X/Y (weg)zusammenhingend.

Aus Lemma ((33.7) und Korollar (33.14]) folgt direkt:

Korollar 33.15. Das Smash-Produkt (weg)zusammenhangender punktierter Riume ist
(weg)zusammenhdngend.

Lemma 33.16. Ein topologischer Raum X st genau dann zusammenhdingend, wennder
Funktor:
Homrop (X, —): Top — Set (33.3)

alle Koprodukte erhdlt.
Beweis. =: XXXX «: Es gilt:
Hommop (X, {0;1}) = Hompop (X, {0} 4 {1}) = Hommop (X, {0}) + Hommpop (X, {1})
= {constg} + {const; } = {consty, const, }, (33.4)
womit aus Lemma folgt, dass X zusammenhingend ist. O]

33.1 Global zusammenhingende Raume

Definition 33.17 (total unzusammenhéngend). Ein topologischer Raum, fiir den jede
Zusammenhangskomponente nur einen Punkt enthdlt, wird total unzusammenhingend
genannt.

Da der einelementige topologische Raum zugleich zusammenhéngend als auch total
unzusammenhéngend ist, wird in der Definition fiir letzteres oft gefordert, dass der Raum
mindestens zwei Elemente hat.

Beispiel 33.18. Die diskrete Topologie ist total unzusammenhdngend.

Definition 33.19 (total wegunzusammenhéangend). Fin topologischer Raum, fir den jede
Wegzusammenhangskomponente nur einen Punkt enthdlt, wird total wegunzusammenhéan-
gend genannt.

Lemma 33.20. Total unzusammenhdngende Raume sind total wequnzusammenhdangend.

Beweis. Eine Wegzusammenhangskomponente mit mehr als einem Punkt wére nach Lem-
ma (33.23) eine Zusammenhangskomponente mit mehr als einem Punkt. O

Definition 33.21 (wegzusammenhingend).

Lemma 33.22. [0, 1] ist wegzusammenhdngend.

Beweis. Fiir z,y € [0;1] sei v: [0;1] — = + t(y — x). O
Lemma 33.23. Wegzusammenhdngende topologische Rdume sind zusammenhdngend.

Beweis. Sei X ein wegzusammenhingend und nicht zusammenhingender topologischer
Raum, dann gibt es nichtleere, disjunkte und offene Teilmengen U,V C X mit UUV = X.
Sei x € U und y € V, dann gibt es einen Weg v: [0;1] — X mit v(0) = z und (1) = y.
Mit der Aufteilung [0;1] =y~ 1(U) U~~1(V) folgt, dass [0; 1] nicht zusammenhingend ist
im Widerspruch zu Lemma (33.22]). m

Definition 33.24 (einfach zusammenhingend).
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33.2 Zusammenhangskomponenten

Sei X ein topologischer Raum. Fiir Punkte z,y € X sei 2 ~ y, wenn es keine nichtleeren
offenen Teilmengen U,V C X mit UNV = und UUV = X sowie x € U und y € V gibt.
Die Relation ist per Definition reflexiv und symmetrisch sowie transitiv wegen Lemma
(XXXX). Fiir z € X wird dessen Aquivalenzklasse [x]. seine Zusammenhangskomponente
genannt.

Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen X und Y induziert
eine Abbildung zwischen Mengen:

fer X| ~= Y[~ [a]e = [f(2)]e. (33.5)

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn wire f(z) 7Cé f(2) fir Punkte z,2’ € X, dann
gibe es nichtleere offene Teilmengen U/, V' CY mit U NV =0 und U' UV’ =Y sowie
f(z) € U und f(2') € V'. Da f stetig ist, gébe es nichtleere offene Teilmengen U =
OV =YV Cc X mit UNV = fHU)YN Y (V)= 71U NV)=f10) =0
und YUV = YUY U (V)= U uV)= YY) =X sowie z € U und 2/ € V,
womit z 706 x'.

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar Cidx = id¢(x) und fiir topologische Réume
X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z gilt offenbar C(go f) =

Clg) o C().

Korollar 33.25. Der Ubergang auf die Zusammenhangskomponenten:
C: Top — Set, X — X/ ~, f — fe (33.6)

ist ein kovarianter Funktor.

33.3 Wegzusammenhangskomponenten

Sei X ein topologischer Raum. Fiir Punkte z,y € X sei 2 ~ y, wenn es einen stetigen
Weg ~v: [0;1] — X mit v(0) = = und (1) = y gibt. Die Relation ist reflexiv aufgrund
des konstanten Weges, symmetrisch aufgrund des inversen Weges und transitiv aufgrund
von Lemma (XXXX). Fiir # € X wird dessen Aquivalenzklasse [7],. seine Wegzusammen-
hangskomponente genannt.

Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen X und Y induziert
eine Abbildung zwischen Mengen:

foet X/ R Y[ %, [2lpe = [£(2)]pe. (33.7)

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da fiir einen Weg ~: [0, 1] — X zwischen zwei Punkten
z,x' € X der Weg fo~:[0,1] = Y zwischen f(z), f(2') € Y existiert.

(idx)s = idx/m (33.8)

Korollar 33.26. Fir topologische Riume X, Y und Z und stetige Abbildungen f €
C(Y,Z) und g € C(X,Y) ist (fog)s = fu0gs, da:

Ve e X (fog)(le]) =[(fog)(@)] = [f(g9(x))]
= [:(lg(@)]) = fi(g«([2])) = (fx 0 g:)([2]) (33.9)
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Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar PCidx = idpc(x) und fiir topologische
Raume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z gilt offenbar
PC(go f) = PC(g) o PC(f).

Korollar 33.27. Der Ubergang auf die Wegzusammenhangskomponenten:
PC: Top — Set, X — X/ ~pc, f — foc (33.10)
st ein kovarianter Funktor.

Definition 33.28 (Nullte Betti-Zahl). Fir einen topologischen Raum X ist die Menge
seiner Wegzusammenhangskomponenten:

bo(X) := | X/ ~pe | (33.11)
seine nullte Betti-Zahl.

Lemma 33.29. Homotopiedquivalente topologische Rdume haben gleiche nullte Betti-
Zahlen.

Beweis. Seien X und Y homotopiedquivalente topologische Rdume sowie f: X — Y und
g: Y — X Homotopiedquivalenzen. Mit Korollar (33.8) und Gleichung (33.26)) ist:

Jiog. = (f © g)* = (idX)* = idX/~ (33.12)
g« o fo=(go [« = (idy). = idy/~, (33.13)
womit f,: X/ ~<> Y/ ~: g, Bijektionen sind. O

33.4 Lokal (weg)zusammenhingende Raume

Definition 33.30 (lokal (weg)zusammenhéingend). Fin topologischer Raum X, fir den
jede Umgebung eines Punktes © € X eine offene (weg)zusammenhdingende Umgebung
enthdlt, ist lokal (weg)zusammenhéngend in x € X und falls dies fir jeden Punkt x € X
gilt, lokal (weg)zusammenhéngend.

Aus Lemma (33.23]) folgt direkt:

Korollar 33.31. Lokal wegzusammenhdngende Rdume sind lokal zusammenhdngend.

Beispiel 33.32. Zusammenhdingende Riume missen nicht lokal zusammenhdngend sein!
Beispiele sind die Warschauer Sinuskurve (siehe Lemma (XXXX) im Anhang oder eben-
so [1f, Bemerkung 6 auf Seite 215) oder der Besen-Raum (siehe Lemma (XXXX) im
Anhang).

Dieses Gegenbeispiel entstammt der Tatsache, dass sich die Eigenschaft, zusammen-
héngend zu sein, nach Beispiel (33.3) nicht auf Unterrdume vererbt.

Beispiel 33.33. Wegzusammenhdngende Rdume miissen nicht lokal wegzusammenhdan-
gend sein! Etwa ist der topologische Kamm wegzusammenhdngend, aber nicht lokal weg-
zusammenhdngend. Siehe Lemma (XXXX) im Anhang.

Dieses Gegenbeispiel entstammt der Tatsache, dass sich die Eigenschaft, wegzusam-
menhéngend zu sein, nach Beispiel (33.4)) nicht auf Unterrdume vererbt.
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Lemma 33.34. Fir einen lokal (weg)zusammenhingenden und kompakten topologischen
Raum X gibt es eine endliche Teilmenge A C X, sodass X /A (weg)zusammendngend ist.

Beweis. Da X lokal zusammenhéngend ist, gibt es fiir jeden Punkt x € X eine offene
zusammenhingende Umgebung 2 € U, C X, also ist (U, ),cx eine offene Uberdeckung von
X. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge A C X, sodass (Uy,).ca eine offene
Uberdeckung von X ist. Sei p: X — X /A die kanonische Projektion, dann ist (p(U,))zea
eine (offene) Uberdeckung von X/A durch (weg)zusammenhingende Teilmengen nach
dem Hauptsatz (33.11) des Zusammenhangs. Da diese alle den Punkt p(A) enthalten,
folgt aus Lemma (33.10), dass X/A (weg)zusammeningend ist. O

Definition 33.35 (lokal einfach zusammenhéngend). Fin topologischer Raum, fir den
jede Umgebung jeden Punktes eine emnfach zusammenhdingende Umgebung dieses Punktes
enthdlt, ist lokal einfach zusammenhéngend.

Definition 33.36 (semilokal einfach zusammenhéngend).

Die Riickrichtung von Lemma (33.23), dass wegzusammenhingende Raume zusam-
menhingend sind, gilt mit der zusétzlichen Bedingung des lokalen Wegzusammenhangs:

Lemma 33.37. Ein topologischer Raum ist genau dann wegzusammenhdngend, wenn er
lokal wegzusammenhdngend und zusammenhdngend ist.

Beweis. =»: Folgt aus Korollar (XXXX) und Lemma (33.23).

«: Sei X ein lokal wegzusammenhingender und zusammenhéngender topologischer Raum
sowie z € X ein Punkt mit Wegzusammenhangskomponente [z],. C X.

Sei y € [z]pe, dann existiert ein Weg v von x nach y sowie, da X lokal wegzusammenhén-
gend ist, eine offene und wegzusammenhéngende Umgebung U € U(y). Fiir jedes z € U
gibt es daher einen Weg 6 von y nach z. Nun ist § %y nach Lemma (XXXX) ein Weg von
x nach z, womit z € [z]pc, also U C [z]ye, also [z],. offen ist.

Sei z € m, dann gibt es eine offene und wegzusammenhéngende Umgebung U € U(z)
und einen Punkt y € [z],c] N U, also einen Weg v von = nach y und einen Weg § von y
nach z. Nun ist ¢ %y nach Lemma (XXXX) ein Weg von x nach z, womit z € [z],., also
[z]pe abgeschlossen ist.

Da [z],. offen und abgeschlossen ist sowie wegen x € [z]p. nicht leer, ist [z],. = X, da X
zusammenhingend ist. O

Lemma 33.38. Offene Teilmengen von lokal wegzusammenhdngenden Rdaumen sind ge-
nau dann zusammenhdngend, wenn sie wegzusammenhdngend sind.

Beweis. <: Folgt aus Lemma (33.23)). =: Sei X ein lokal wegzusammenhéngender Raum
und U C X eine offene und zusammenhéngende Teilmenge. XXXX O]

Beispiel 33.39. (—1;0)U(0;1) ist lokal (weg)zusammenhdingend, aber nicht (weg)zusam-
menhdngend.

Lemma 33.40. Fiir eine stetige Surjektion f: X — Y topologischer Riume mit X lokal
(weg)zusammenhdingend ist Y lokal (weg)zusammenhdngend.

Beweis. XXXX N

Da Retraktionen stets surjektiv sind, folgt direkt:
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Korollar 33.41. Retrakte von lokal (weg)zusammenhdingenden Riumen sind lokal (weg)zusammenhdnge

Satz 33.42 (Hauptsatz des Zusammenhangs, lokal). Fir topologische Riume X und Y
mit ersterem lokal (weg)zusammenhingend in einem Punkt x € X sowie eine offene und
stetige Abbildung f: X — Y ist f(X) CY lokal (weg)zusammenhdngend in f(x) € Y.

Beweis. Da X in x lokal (weg)zusammenhéngend ist, gibt es eine offene (weg)zusammenhéngende
Umgebung U € U(z). Nach XXXXist f(U) € U(f(x)) eine offene (weg)zusammenhéngende
Umgebung und daher Y lokal (weg)zusammenhingend in f(z). O

33.5 Schwach lokal (weg)zusammenhingende Riume

Definition 33.43 (schwach lokal (weg)zusammenhéngend). Ein topologischer Raum X,
fir den jede Umgebung eines Punktes x € X eine (weg)zusammenhdngende Umgebung
enthdlt, ist schwach lokal (weg)zusammenhéngend in x € X wund falls dies fir jeden
Punkt x € X gilt, schwach lokal (weg)zusammenhéingend.

Korollar 33.44. Lokal (weg)zusammenhdingende Raume sind schwach lokal (weg)zusammenhingend.

Satz 33.45 (Hauptsatz des Zusammenhangs, schwach lokal). Fir topologische Riume X

und Y mit ersterem schwach lokal (weg)zusammenhdingend in einem Punkt v € X sowie

eine offene und stetige Abbildung f: X — Y ist f(X) C Y schwach lokal (weg)zusammenhdingend
in f(z) €Y.

Beweis. Da X in x schwach lokal (weg)zusammenhéngend ist, gibt es eine (weg)zusammenhéngende
Umgebung U € U(z). Nach XXXX ist f(U) € U(f(x)) eine (weg)zusammenhingende
Umgebung und daher Y schwach lokal (weg)zusammenhéngend in f(z). O

33.6 Hyperzusammenhangende Raume

Definition 33.46 (Hyperzusammenhéingender Raum). XXXX

Lemma 33.47. Offene Teilmengen von hyperzusammenhdngenden Rdumen sind hyper-
zusammenhdangend.

Beweis. Sei X ein hyperzusammenhingender Raum und U C X offen. XXXX O

Lemma 33.48. Hyperzusammenhdingende Raume sind zusammenhdngend und lokal zu-
sammenhdngend.

Beweis. XXXX OJ

Beispiel 33.49. Hyperzusammenhdangende Rdume sind nicht unbedingt wegzusammen-
hingend oder lokal wegzusammenhdngend, etwa XXXX.

Lemma 33.50. Stetige Bilder von hyperzusammenhdngenden Riumen sind hyperzusam-
menhdngend.

Beweis. XXXX N
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33.7 Ultrazusammenhangende Riaume

Definition 33.51 (Ultrazusammenhéingender Raum). XXXX
Lemma 33.52. Ultrazusammenhdangende Rdume sind wegzusammenhdngend.
Beweis. XXXX 0

Beispiel 33.53. Hyperzusammenhdngende Rdume miissen nicht ultrazusammenhdngend
sein. [1, Gegenbsp. 18-22, 53, 54, 56]

Beispiel 33.54. Ultrazusammenhdngende Raume miissen nicht hyperzusammenhdngend
sein. [1, Gegenbsp. 12-14, 57]
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Kapitel 34

Kombination von offenen und
abgeschlossenen Mengen

34.1 Gs- und Fj;-Mengen

Schnitte von unendlich vielen offenen Mengen miissen nicht unbedingt offen und Vereini-
gungen von unendlich vielen abgeschlossen Mengen miissen nicht unbedingt abgeschlos-
sen sein. Es stellt sich jedoch heraus, dass zumindest abzdhlbar unendliche Schnitte von
offenen Mengen und abzéhlbar unendliche Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen
besonders genug fiir eine weiterfilhrende Betrachtung sind.

Definition 34.1 (Gs-Menge). Fir einen topologischen Raum (X, Ox) ist eine Teilmenge
G C X eine Gs-Menge, wenn sie der Schnitt von abzdihlbar unendlich vielen offenen
Mengen G,, € Ox,n € N ist:

G=[)Gn (34.1)

neN

Das G kommt von Gebiet, welches Felix Hausdorff als Bezeichnung fiir offene Mengen
benutzte, und das § steht fiir Durchschnitt. Da in einer Topologie nur der endliche Schnitt
von offenen Mengen wieder offen ist, muss nicht unbedingt G € Ox gelten.

Definition 34.2 (F;-Menge). Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) ist eine Teilmenge
F C X emne Fy-Menge, wenn sie die Vereinigung von abzdihlbar unendlich vielen abge-
schlossenen Mengen F,, € O%,n € N ist:

F=|]JF. (34.2)

neN

Das F' kommt von franz. fermé fiir abgeschlossen und o steht fiir franz. somme fiir
Summe. Da in einer Topologie nur die endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen
wieder abgeschlossen ist, muss nicht unbedingt F' € O% gelten.

Proposition 34.3. Fine Menge ist genau dann eine Gs-Menge, wenn ihr Komplement
eine Fy-Menge ist.

Definition 34.4 (Gs-Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede abgeschlossene Teil-
menge eine Gs-Teilmenge oder dquivalent jede offene Teilmenge eine Fy-Teilmenge ist,
wird Gs-Raum genannt.
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Definition 34.5 (P-Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede Gs-Teilmenge offen
oder dquivalent jede Fs-Teilmenge abgeschlossen ist, wird P-Raum genannt.

Definition 34.6 (Alexnadroff-Raum). Ein topologischer Raum, in dem beliebige Schnitte
von offenen Teilmengen wieder offen oder dquivalent beliebige Vereinigungen von abge-
schlossenen Teilmengen wieder abgeschlossen ist, wird Alexandroff-Raum genannt.

34.2 Lokal abgeschlossene Teilmengen und (schwach)
submaximale Raume

Lemma 34.7. Fir eine Teilmenge X eines topologischen Raumes (Y, Oy ) sind aquivalent:
) XXXX
Beweis. XXXX O

Definition 34.8 (Lokal abgeschlossene Teilmenge). Fine Teilmenge eines topologischen
Raumes, fiir welche die dquivalenten Bedingungen aus Lemma (XXXX) gelten, wird lokal
abgeschlossen genannt.

Definition 34.9 (Submaximaler Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede Teilmenge
lokal abgeschlossen ist, wird submaximal genannt.

Definition 34.10 (Schwach submaximaler Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede
endliche Teilmenge lokal abgeschlossen ist, wird schwach submaximal genannt.

Korollar 34.11. Jeder submazimale Raum ist schwach submazimal.

Lemma 34.12. Urbilder von lokal abgeschlossenen Teilmengen unter stetigen Abbildun-
gen sind lokal abgeschlossen.

Beweis. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen (X, Ox)
und (Y, Oy) sowie Z C Y eine lokal abgeschlossene Teilmenge. Dann gibt es eine offene
Teilmenge U € Oy und eine abgeschlossene Teilmenge A € Of mit Z = U N A. Da
Urbilder mit Schnitten vertauschen sowie Urbilder von offenen Teilmengen offen und von
abgeschlossenen Teilmengen nach Lemma abgeschlossen sind, folgt:

J2) = FUNA) = A U)N A (34.3)
€Ox €0%
O

Lemma 34.13. Lokalkompakte Unterrdume von Hausdorff-Rdumen sind als Teilmengen
lokal abgeschlossen. [3] [4, 1.]

Beweis. XXXX 0

Lemma 34.14. Unterraume von lokalkompakten Hausdorff-Rdiumen sind genau dann lo-
kalkompakt, wenn diese als Teilmengen lokal abgeschlossen sind. [3] [4, 2.]

Beweis. XXXX O
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Lemma 34.15. Ein vollstandig regularer topologischer Raum ist genau dann lokalkom-
pakt, wenn lokal abgeschlossen in dessen Stone—Cech-Kompaktifizierung. [3] [4, 3.]

Beweis. XXXX OJ

Lemma 34.16. Lokal abgeschlossene Teilmengen von vollstindig reguldren und Cech-
vollstindigen topologischen Raumen sind als Unterraume ebenfalls Cech-vollstandig. [3]

. 4.1
Beweis. XXXX O

34.3 Konstruierbare Teilmengen

Definition 34.17 (Konstruierbare Menge). Eine Teilmenge eines topologischen Raumes,
die eine endliche Vereinigung von lokal abgeschlossenen Mengen ist, wird konstruierbar
genannt.

Lemma 34.18. Die konstruierbaren Teilmengen eines topologischen Raumes bilden eine
Boolsche Algebra. Endliche Schnitte und endliche Vereinigungen sowie Komplemente von
konstruierbaren Mengen sind konstruierbar.

Beweis. Seien X ein topologischer Raum und (Z;);e; C X eine endliche Familie an kon-
struierbaren Teilmengen, dann gibt es fiir jedes Z; offene Mengen (Uj);es, € X und
abgeschlossene Mengen (A;)jes, € Y mit J; endlich, sodass Z; = ;. (U; N A;). Nun

gilt:
(2 = (34.4)
i€l
Uz = (34.5)
i€l

O

Lemma 34.19. Urbilder von konstruierbaren Teilmengen unter stetigen Abbildungen sind
konstruierbar.

Beweis. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen (X, Ox)
und (Y, Oy) sowie Z C Y eine konstruierbare Menge. Dann gibt es eine endliche Familie
(Li)ier € X an lokal abgeschlossenen Teilmengen mit Z = [J,.; L;. Da Urbilder mit
Vereinigungen vertauschen sowie Urbilder von lokal abgeschlossenen Teilmengen nach
Lemma lokal abgeschlossen sind, folgt:

2y =1~ (U Li) = U FHL). (34.6)

el el

]
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Kapitel 35

Metrisierbarkeit

Metrische Rdume induzieren stets topologische Raume, die Umkehrung gilt jedoch nicht
unbedingt. Fiir einen gegebenen topologischen Raum kann daher untersucht werden, unter
welchen Bedingungen die Topologie von einer Metrik induziert wird.

Definition 35.1 (Metrisierbarkeit). Ein topologischer Raum, fir den eine die Topologie
induzierende Metrik existiert, wird metrisierbar genannt. Existiert sogar eine vollstindige
Metrik wird er vollstindig metrisierbar (oder topologisch vollstandig) genannt.

Definition 35.2 (Lokale Metrisierbarkeit). Fin topologischer Raum, fiir den jeder Punkt
eine metrisierbare Umgebung besitzt, wird lokal metrisierbar genannt.

Beispiel 35.3. XXXX ist lokal metrisierbar, aber nicht (global) metrisierbar.

Korollar 35.4. Jeder metrisierbare topologische Raum ist lokal metrisierbar.

35.1 Ggs-Satz von Hausdorff und Satz von Mazurkiewicz

Satz 35.5 (Gs-Satz von Hausdorff). In einem wvollstindigen metrischen Raum ist eine
Gs-Teilmenge stets vollstindig metrisierbar.

Der Satz wurde im Jahr 1924 von Paul Alexandroff fiir den Spezialfall zuséitzlich
seperabler (also polnischer) Rdume [5] und ebenso im Jahr 1924 von Felix Hausdorff auch
fiir nichtseperable Rdume bewiesen [6].

Beweis. Sei (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum und Q C M eine Gs-Teilmenge.
XXXX [

Satz 35.6 (Satz von Mazurkiewicz). In einem metrischen Raum ist jede vollstindig me-
trisierbare Teilmenge stets eine Gs-Menge.

Der Satz wurde im Jahr 1916 von Stefan Mazurkiewicz bewiesen [7].

Beweis. Sei (M, d) ein metrischer Raum und € C M eine vollstdndig metrisierbare Teil-
menge. XXXX O
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35.2 Satz von Bing—Nagata—Smirnov

Satz 35.7 (Satz von Bing-Nagata—Smirnov). Fir einen topologischen Raum X sind dqui-
valent:

I.) X ist metrisierbar.
II.) X ist ein requldrer Hausdorff-Raum mit einer o-diskreten Basis.

III.) X ist ein regulirer Hausdorff-Raum mit einer o-lokalendlichen Basis.

Beweis. XXXX N
Lemma 35.8. Fiir einen topologischen Raum X mit abzihlbarer Basis sind dquivalent:
L) X ist metrisierbar.
II.) X ist ein parakompakter Hausdorff-Raum.
III.) X ist ein normaler Hausdor(f-Raum.

IV.) X ist ein requlirer Hausdorff-Raum.

Beweis. 11.)=111.): Folgt aus dem Dieudonné-Theorem ([75.13)). I1.)=IV.): Folgt aus Lem-
ma (7). .

35.3 Metrisierbarkeitssatz von Smirnov

Satz 35.9 (Metrisierbarkeitssatz von Smirnov). Ein topologischer Raum ist genau dann
metrisierbar, wenn er ein lokal metrisierbarer und parakompakter Hausdorff-Raum ist.

Beweis. =: Folgt aus Korllar (35.4), XXXX
< XXXX O

35.4 Metrisierbarkeitssatz von Urysohn

Satz 35.10 (Metrisierbarkeitssatz von Urysohn). Fir einen zweitabzihlbaren Hausdorff-
Raum sind Metrisierbarkeit, Reqularitit, vollstindige Regularitdt und Normalitdt dquiva-
lente Figenschaften.

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 36

Abzahlbarkeitsaxiome

36.1 FErstes Abzahlbarkeitsaxiom

Definition 36.1 (Erstes Abzéhlbarkeitsaxiom). Jeder Punkt hat eine hochstens abzdihl-
bare Umgebungsbasis.

Es besagt also, dass fiir jeden Punkt x € X gibt es eine abzéhlbare Familie (Up,)nen
an Umgebungen, sodass fiir jede andere Umgebung U:

IneN: U CU, (36.1)

Ein topologischer Raum, der das erste Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt, wird erstabzdihlbar
genannt.

Lemma 36.2. Unterrdume von erstabzihlbaren topologischen Ramen sind erstabzdahlbar.
Beweis. XXXX N

Lemma 36.3. Endliche Produkte von erstabzihlbaren topologischen Rdmen sind erstab-
zahlbar.

Beweis. XXXX OJ

In allgemeinen topologischen Raumen gelten zwei wichtige Lemmata fiir Folgen nicht
mehr unbedingt. Zum einen stimmt der Abschluss einer Teilmenge nicht mehr unbedingt
mit der Menge aller Grenzpunkte aller Folgen in ihr {iberein, zum anderen erhalten stetige
Abbildungen nicht mehr unbedingt Grenzpunkte. (Beides ist spéter die Motivation fiir die
Verallgemeinerung von Folgen durch Netze, siehe Definition (40.1)).) In erstabzidhlbaren
topologischen Raumen gelten diese beiden Lemmata jedoch noch:

Lemma 36.4. Fir einen erstabzihlbaren topologischen Raum X und eine Teilmenge AC
X ist x € A genau dann, wenn eine Folge (x,)neny € A mit x,, — x existiert.

Beweis. XXXX OJ

Lemma 36.5. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Riumen X undY mit
ersterem erstabzdahlbar ist genau dann stetig, wenn fiir jede konvergente Folge (x,,)neny C X
mit x, — x gilt, dass f(x,) — f(x).

Beweis. XXXX O
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36.2 Zweites Abzahlbarkeitsaxiom

Definition 36.6 (Zweites Abzéhlbarkeitsaxiom). Der Raum hat eine hichstens abzihlbare
Basis der Topologie.

Es besagt also, dass eine abzdhlbare Familie (U,)neny an offenen Mengen existiert,
sodass fiir jede Umgebung U jeden Punktes = € X:

IneN: U CU, (36.2)

Ein topologischer Raum, der das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, wird zweitabzihlbar
genannt.

Korollar 36.7. Jeder zweiabzdahlbare topologische Raum ist erstabzdihlbar.

Beispiel 36.8. FEin dberabzihlbarer diskreter topologischer Raum ist erstabzdihlbar, aber
nicht zweitabzdihlbar.

Beispiel 36.9. Die lange Linie ist erstabzihlbar, aber nicht zweitabzdihlbar.

Lemma 36.10. Unterrdume von zweitabzihlbaren topologischen Rimen sind zweitabzdhl-
bar.

Beweis. XXXX O

Lemma 36.11. FEndliche Produkte von zweitabzdhlbaren topologischen Riamen sind zweitab-
zahlbar.

Beweis. XXXX N
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Kapitel 37

Dichte topologische Raume

Definition 37.1 (Dichte Teilmenge in topologischen Riumen). Fiir einen topologischen
Raum X liegt eine Teilmenge Q2 C X, fir die Q = X dicht in diesem.

Lemma 37.2. Fiir topologische Riume X und Y sowie eine dichte Teilmenge 2 C X
und eine stetige Abbildung f: X — Y ist f(Q) dicht in f(X).

Beweis. Mit Lemma (30.12)) ist:

£(Q) 2 f(Q) = f(X), (37.1)

womit mit f(Q) C f(X) folgt, dass f(Q2) = f(X). O

Lemma 37.3. Fir topologische Riume X und Y sowie eine dichte Teilmenge Q C Y
und eine offene Abbildung f: X — Y st f~1(Q) dicht in f~1(Y).

Beweis. Mit Lemma (30.16)) ist:

Y2 @ =171(Y), (37.2)

womit mit f~1(Q) C f~1(Y) folgt, dass f~1(Q) = f~1(Y). O

Definition 37.4 (Nirgends dichte Teilmenge in topologischen Réumen). Fir einen topo-
logischen Raum X liegt eine Teilmenge Q0 C X, fiir die O = () nirgends dicht in diesem.

37.1 Blumberg-Raume

Definition 37.5 (Blumberg-Riaume). Ein topologischer Raum X, fir den fir jede Abbil-
dung f: X — R (nicht unbedingt stetig) eine dichte Teilmenge D C X existiert, sodass
flp € C(D,R), ist ein Blumberg-Raum.

Beispiel 37.6. Gemdfs des Blumberg-Theorems ist R mit der kanonischen Topologie ein
Blumberg- Raum.

Satz 37.7. Ein metrischer Raum ist genau dann ein Blumberg-Raum, wenn er ein Baire-
Raum 1st.

Beweis. XXXX N
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37.2 Seperable Raume

Definition 37.8 (Seperable topologische Raume). Ein topologischer Raum, fiir den eine
abzdihlbare dichte Teilmenge existiert, wird seperabel genannt.

Beispiel 37.9. R" bzw. C" sind mit der von der euklidischen Norm induzierten Topologie
seperabel, da Q™ bzw. Q(i)" abzdhlbare dichte Teilmengen sind.

Dass Teilmengen seperabler topologischer Raume (mit der Teilraumtopologie) wieder
seperabel sind, also die Verallgemeinerung von Lemma ([10.7)) fiir metrische Réume, gilt
im Allgemeinen nicht.

37.3 Polnische Raume

Definition 37.10 (Polnischer Raum). Ein topologischer Raum, der seperabel und voll-
standig metrisierbar ist, wird polnisch genannt.

Lemma 37.11. Ein polnischer Raum ist stets homdomorph zu einer Gs-Teilmenge des
Hilbertwiirfels [0, 1]N.

Beweis. XXXX N

37.4 Baire-Raume
Definition 37.12 (nirgends dicht). Fir einen topologischen Raum X wird eine Teilmenge
QO C X, fir die Q" = 0, nirgends dicht genannt.

Fiir eine nirgends dichte Menge gilt 99 = Q.

Definition 37.13 (Magere Menge). Fir einen metrischen Raum wird eine Teilmenge,
die als Vereinigung abzdihlbar vieler nirgends dichter Teilmengen dargestellt werden kann,
mager genannt.

Magere Mengen werden auch Mengen erster Kategorie genannt, nicht magere auch
Mengen zweiter Kategorie. Komplemente magerer Mengen werden auch komager genannt.

Satz 37.14. Fiir einen topologischen Raum sind dquivalent:

I.) Das Komplement jeder mageren Teilmenge ist dicht.

II.) Jede nichtleere offene Teilmenge ist nicht mager.

III.) Jede Vereinigung von abzihlbar vielen abgeschlossenen Teilmengen ohne innere Punk
te hat wieder keine inneren Puntke.

IV.) Jeder Schnitt von abzihlbar vielen offenen dichten Teilmengen ist wieder dicht.

Beweis. XXXX N

Definition 37.15 (Baire-Raum). Ein topologischer Raum, fiir welchen die dquivalenten
Bedingungen aus Satz (37.14) erfullt sind, wird Baire-Raum genannt.

Lemma 37.16. Lokalkompakte Hausdor[f-Riume sind Baire-Rdume.
Beweis. XXXX O
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Kapitel 38

Folgen in topologischen Raumen

Definition 38.1 (Konvergenz in topologischen Riumen). Eine Folge (z,)nen in einem
topologischen Raum X, fir die es einen Punkt v € X ¢ibt, sodass:

VU € U(z)dn e NYN >n:ay € U (38.1)

st konvergent, gegen x, notiert als x, — x.
Satz 38.2. Der Konvergenzpunkt einer Folge in einem Hausdorffraum st eindeutiq.

Fiir einen Hausdorffraum X und eine Folge (z,)neny € X mit x, — = und z, — 2’
gilt also x = 2'.

Beweis. Sei x # 2’ und U € U(z) sowie U" € U(z') disjunkte Umgebungen. Seien N, N’ €
N derart, dass Vn e Nyn > N: 2z, € U und Vn' e N0’ > N': z,, € U'. XXXX O

Lemma 38.3. Fir topologische Riume X und Y sowie eine Folge (yn)nen C Y mit
Yn =y €Y und eine offene Abbildung f: X — Y ist:

F 7 yn) = () (38.2)

Beweis. Sei U € U(f~*(y)) beliebig, dann gibt es eine offene Teilmenge f~(y) € V C U,
wobei f(V') offen ist, da f offen ist. Damit ist y € f(V) C f(U) € U(y) und 3In € NVN >
niyn € f(U) = f(yn) €U. O

Lemma 38.4. Fir topologische Riume X und Y sowie eine Folge (x,)neny C X mit
x, — v € X und eine stetige Abbildung f: X — Y ist:

fwn) = f(x) (38.3)

Beweis. Sei U € U(f(x)) beliebig, dann gibt es eine offene Menge f(z) € V C U, wobei
f~YV) offen ist, da f stetig ist. Damit ist x € f~1(V) c f~(U) und In € NVN >
n:ay € fTHU) = f(zy) €U. O

Definition 38.5 (Folgenkompaktheit). Eine Teilmenge A C X eines topologischen Raum-
es X, fir die jede Folge eine konvergente Teilfolge in A besitzt, wird folgenkompakt ge-
nannt.
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Analog zur relativen Kompaktheit nach Definition (49.1]) sei:

Definition 38.6 (Relative Folgenkompaktheit). Eine Teilmenge A C X eines topologi-
schen Raumes X, fiir die jede Folge eine konvergente Teilfolge in A besitzt, wird relativ
folgenkompakt genannt.

Lemma 38.7. Ein kompakter topologischer Raum, der das erste Abzdhlbarkeitsaziom
erfillt, ist folgenkompakt.

Beweis. XXXX O

Lemma 38.8. Fin metrisierbarer topologischer Raum ist genau dann kompakt wenn er
folgenkompakt ist.

Beweis. XXXX N
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Kapitel 39

Filter in topologischen Raumen

Definition 39.1 (Filter). XXXX
Definition 39.2 (Ultrafilter). XXXX

Definition 39.3 (Filterkonvergenz). Fin Filter F in einem topologischen Raum X, fir
die es einen Punkt x € X gibt mit:

U(x) CF (39.1)
st konvergent, gegen x, geschrieben als F — x.

Definition 39.4 (Beriihrpunkt). Fir einen topologischen Raum X und einen Filter F
auf X wird ein Punkt x € X, fir den:

V V :Fnu=9¢ (39.2)

FEF UeU(x)
Beriihrpunkt des Filters genannt.

Lemma 39.5. Fiir einen topologischen Raum X und eine Teilmenge A C X ist v € A
genau dann, wenn es einen gegen x konvergierenden und A enthaltenden Filter auf X
qibt.

Beweis. XXXX O

Lemma 39.6. Fiir topologische Riume X und Y ist eine Abbildung f: X — Y genau
dann stetig, wenn Vx € X und fir alle Filter F auf X, die gegen x konvergieren jeweils
der Bildfilter f(F) in'Y gegen f(x) € Y konvergiert.

Beweis. XXXX N

Lemma 39.7. Ein topologischer Raum ist genau dann hausdorffsch, wenn jeder Filter
gegen genau einen Punkt konvergiert.

Beweis. XXXX O

Lemma 39.8. Fin topologischer Raum ist genau dann kompakt, wenn jeder Ultrafilter
konvergiert.

Beweis. XXXX N
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Netze in topologischen Raumen

Definition 40.1 (Netz). XXXX

Definition 40.2 (Netzkonvergenz). Ein Netz (x;)icr in einem topologischen Raum X,
fur das es einen Punkt x € X gibt mat:

V 4V iznecu (40.1)

Uel(x) io€l i€l ip<i
ist konvergent gegen x, geschrieben als (x;)ic; — x oder lim;e; x; = x.

Definition 40.3 (Hiufungspunkt). Fir ein Netz (x;);cr in einem topologischen Raum
X, ist ein Punkt y € X, fiir den:

V V d :z¢evu (40.2)

Uel(y) io€l i€l,ip<i
ein Haufungspunkt.

Lemma 40.4. Ein Punkt eines topologischen Raumes ist genau dann ein Hdufungspunkt
eines Nelzes, wenn dieser ein gegen thn konvergentes Teilnetz enthdlt.

Beweis. XXXX OJ
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Homoomorphismen

Definition 41.1 (Hom6omorphismus). Fir topologische Riume X und Y wird eine ste-
tige bijektive Abbildung ¢: X — Y, deren Umkehrabbildung ¢~ ebenfalls stetig isﬂ Ho-
moomorphismus genannt.

Es folgt direkt, dass, wenn ¢ ein Homéomorphismus ist, ¢! ebenfalls einer ist.
Korollar 41.2. Homdomorphismen sind offen.

Die Menge aller Homoomorphismen zwischen zwei topologischen Raumen X und Y
wird als Homeo(X,Y') bezeichnet. Die Menge aller Homéomorphismen auf einem topolo-
gischen Raum X wird als:

Homeo(X) := Homeo(X, X) (41.1)

bezeichnet. Mit der Komposition o als Verkniipfung sowie der Identitdtsabbildung idx als
neutralem Element wird diese zur Homdomorphismengruppe (Homeo(X),o,idx).

Lemma 41.3. Die Komposition von Homdéomorphismen ist ein Homdomorphismen.

Beweis. Die Komposition von bijektiven Abbildungen ist bijektiv nach Lemma () im
Skript Mengenlehre und die Komposition von glatten Abbildungen ist glatt nach Lemma
(127.3)). m

Satz 41.4. Jede stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Hausdorff-Raum
st abgeschlossen und eigentlich. Ist die Abbildung zusdtzlich bijektiv, ist sie sogar ein
Homdoomorphismus.

Beweis. Sei X ein kompakter Raum, Y ein Hausdorff-Raum und f: X — Y stetig. I.) Sei
A C X abgeschlossen. Nach Lemma ist A kompakt, nach Lemma ist f(A)
kompakt und nach Lemma ist f(A) abgeschlossen. I1.) Sei K C Y kompakt. Nach
Lemma (72.11)) ist K abgeschlossen, nach Lemma (XXXX) ist f~!(K) abgeschlossen und
nach Lemma (47.2)) ist f~'(K) kompakt. ITI.) Folgt mit Lemma (27.14). O

Lemma 41.5. Jede bijektive und offene Abbildung von einem Hausdorff-Raum in einen
kompakten Raum ist stetig und kompakt.

Beweis. Sei X ein kompakter Raum, Y ein Hausdorff-Raum und f: X — Y offen, womit
[~ stetig ist. Nach Satz (41.4) ist f~! abgeschlossen und eigentlich, mit Lemma (XXXX)
ist f stetig und kompakt. O]

Lalternativ eine offene bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung ebenfalls offen ist
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Ein surjektiver lokaler Homoéomorphismus wird auch lokal topologische Abbildung ge-
nannt. Offenbar ist jeder Homdomorphismus insbesondere ein lokaler Hom&omorphismus.

Lemma 41.6. Homdomorphismen sind eigentlich.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume, K C Y kompakt und f: X — Y ein Homé&o-
morphismus. Fiir eine beliebige Uberdeckung (U;)je; C X von f~1(K) ist (f(U;))ies C Y
eine Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
(f(U))iercr € Y, womit (U;);err € X eine endliche Teiliiberdeckung von f~1(K) ist,
womit f~}(K) kompakt ist, womit f eigentlich ist. ]

Da ein Homdomorphismus stetig und offen ist, folgt aus den Lemmata (30.12) und
(30.13)):

Korollar 41.7. Fir topologische Riume X und Y sowie eine Teilmenge 2 C X und
einen Homdomorphismus f: X — Y ist:

Mit Lemma (?7?) im Skript Mengenlehre ist:

Korollar 41.8. Fiir topologische Riume X und Y sowie eine Teilmenge Q@ C X und
einen Homdomorphismus f: X — Y ist:

F0Q) = FOQ\ Q) 2 F(\ () = F(Q\ £(Q)° = 0f(Q) (41.4)

Da ein Homéomorphismus stetig und offen ist, folgt aus den Lemmata (30.15) und
(130.16}):

Korollar 41.9. Fiir topologische Riume X undY sowie eine Teilmenge Q0 C'Y und einen
Homdomorphismus f: X — Y ust:

Q) (41.5)

F7HE)
' (V) (41.6)

(%)

Mit Lemma (?7?) im Skript Mengenlehre ist:

Korollar 41.10. Fir topologische Riume X und Y sowie eine Teilmenge 2 C X und
einen Homédomorphismus f: X — 'Y ust:

7o) = fH@Q\Q) = fFH@QN Q) =N =07(Q)  (4LT)
Fiir einen Hom6omorphismus f: X — Y ist:
Of == fHoy: 0Y — 0X (41.8)
ebenfalls ein Hom6omorphimus, fiir den offenbar:
Jidy = idgx (41.9)
Fiir Homéomorphismen f: X — Y und ¢g: Y — Z ist zudem:

gof)=(gof)oz=(f""og oz=fovog oz =0f0dyg (41.10)

96


samueladrianantz.com

Kapitel 41 — Hom6omorphismen samueladrianantz.com

Lemma 41.11.

d: core Top2 — core Top2, (X, A) — (X, 04), (f: (X, A) = (Y, B)) — (0f = f Yop: (Y,0B) — (X,¢
(41.11)

Korollar 41.12. Alle offenen Intervalle des R sind zueinander homdomorph.

Korollar 41.13. Alle abgeschlossenen Intervalle des R sind zueinander homdomorph.

41.1 Lokale Homoomorphismen

Definition 41.14 (Lokaler Homéomorphismus). Fiir topologische Riume X, Y wird eine
stetige Abbildung ¢: X —'Y, fir die Vo € X3U € U(x), sodass f(U) € U(f(x)) und f|y

ein Homdomorphismus ist, lokaler Homdéomorphismus genannt.

Lemma 41.15. Eine surjektive Abbildung ist genau dann ein lokaler Homdomorphimus
und eigentlich, wenn sie eine Uberlagerung mit endlicher Faser ist.

Beweis. XXXX O
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Kapitel 42

Kompakt-Offen-Topologie
(KO-Topologie)

Fiir topologische Rdume X und Y kann der Raum C(X,Y’) der stetigen Abbildungen
X — Y mit einer Topologie ausgestattet werden. Es gibt dafiir mehrere Moglichkeiten,
jedoch hat sich darunter eine als besonders niitzlich etabliert:

Definition 42.1 (Kompakt-Offen-Topologie). Fiir topologische Riume X und Y ist die
vom Mengensystem:

{feC(X,Y)|f[K] U}, K C X kompakt,U CY offen (42.1)
auf C(X,Y) erzeugte Topologie die Kompakt-Offen-Topologie.
C(X,Y) wird mit der Kompakt-Offen-Topologie auch als C.,(X,Y") bezeichnet.

Lemma 42.2. Fir lokalkompakte topologische Riume X undY sowie einen topologischen
Raum Z ist die Komposition:

0: Coo(X,Y) X Ceo(Y, Z) = Coo X, Z), (f,9) = g o f (42.2)
stetig.

Beweis. XXXX N

Lemma 42.3. Fiir einen lokalkompakte topologischen Raume X und einen topologischen
Raum Y st die Evaluation:

ev: Coo(X,Y) X X =Y, (f,2) = f(x) (42.3)
stetig.
Beweis. XXXX O
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Topologie der Spharen

Definition 43.1 (n-dimensionale Einheitskugel). Der mit der Teilraumtopologie der ka-
nonischen Topologie des R" ausgestattete Raum:

D" :={x e R"|||z]s <1} CR" (43.1)
ist die n-dimensionale Einheitskugel.
Lemma 43.2. D" und [0; 1] sind homdéomorph.

Beweis. Es ist D' = [—1;1] ~ [0;1] nach Korollar (41.13). Angenommen D" ~ [0;1]",
dann ist D" x [0;1] ~ [0; 1]"*. O

Da [0; 1]™ x [0; 1]™ = [0; 1]™*™, folgt:
Korollar 43.3. D™ x D" und D™™ sind homdomorph.

Definition 43.4 (n-Sphére). Der mit der Teilraumtopologie der kanonischen Topologie
des R™ ausgestattete Raum:

Sp™ = D" = {z € R"|||z|]y = 1} C R" (43.2)
1st die n-Sphére.
Nach Satz ist:
Sp™ Tl = D™ ~ 9(D™ x D") = (Sp™ !t xD") U (D™ x Sp" ) (43.3)
Sp™ x Sp” = (D™ x Sp™) = J(Sp™ x D) (43.4)

Seien M eine p+ g-dimensionale Mannigfaltigkeit und ¢: Sp” xD? — M eine Einbettung,
dann ist:
M/ = (M — 1mg Qb) l_lspp x Spd—1 (DP+1 X Squl) (435)

43.1 Satz von Borsuk—Ulam

Satz 43.5 (Satz von Borsuk—Ulam). Fiir jede stetige Funktion f: Sp™ — R"™ gibt es einen
Punkt x € Sp™ mit f(x) = f(—x).

Der Satz wurde von Stanislaw Ulam vermutet und von Karol Borsuk im Jahr 1933
bewiesen.

Beweis. XXXX O
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43.2 Satz von Poincaré—Bohl

XXXX

43.3 Satz von Poincaré—Brouwer

Satz 43.6 (Satz von Poincaré-Brouwer). Fliir jede stetige Funktion f: S?™ — R** gibt
es ein A € R und einen Punkt x € S*" mit f(x) = .

Der Satz wurde von John Milnor im Jahr 1978 bewiesen. Meist wird auch eine speziel-
lere Formulierung des Satzes angegeben. Bei der Betrachtung eines tangentialen Vektorfel-
des sind x und f(x) stets linear unabhéngig, womit A = 0 bzw. f(z) = 0 fiir einen Punkt x

Auf dem S gibt es kein nirgends verschwindendes tangentiales Vektorfeld.

Speziell fiir den S? wird der Satz von Poincaré-Brouwer daher auch als Satz vom ge-
kdmmten Igel, da es nicht moglich ist einen eingerollten Igel zu kimmen ohne, dass sich
ein Glatzenpunkt ergibt, oder als Satz vom globalen Wind, da es auf der Erde immer eine
windstille Stelle geben muss, bezeichnet.

Beweis. XXXX O

43.4 Fixpunktsatz von Brouwer

Lemma 43.7. Es gibt keine stetige Retraktion D" — S™ fiir n > 0.

Beweis. (Mit Homotopie.) Gébe es eine solche Retraktion, dann ergébe sich durch Anwen-
dung der n-ten Homotopie 7, auf die Sequenz idgn: S™ < D" — S™ mit m,(S") = Z
nach XXXX und 7,(D"*!) 22 1 nach XXXX sowie mit 7, idgn = id,, sn) = idz sowie den
Funktoreigenschaften von 7, nach XXXX eine Sequenz:

idg: Z—1—17Z, (43.6)

die jedoch nicht existieren kann. O]

Beweis. (Mit Homologie.) Gébe es eine solche Retraktion, dann ergébe sich durch Anwen-
dung der n-ten Homologie H,, auf die Sequenz idgn: S™ < D"*' — S™ mit H,(S™) = Z
nach XXXX und H, (D" ') = 1 nach XXXX sowie mit H,idg» = id,,(gn) = idz sowie
den Funktoreigenschaften von H,, nach XXXX eine Sequenz:

idg: Z—1—1Z, (43.7)
die jedoch nicht existieren kann. O

Satz 43.8 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Abbildung D™ — D™ hat einen
Fizpunkt.

Beweis. XXXX O
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43.5 Satz von Kakutani—Yamabe—Yujobd

Satz 43.9 (Satz von Kakutani-Yamabe-Yujobo). Fiir eine stetige Funktion f: Sp™' —
R gibt es n paarweise orthonormale Vektoren mit gleichem Funktionswert.

Beweis. XXXX N

43.6 Satz von Dyson—Yang

Satz 43.10 (Satz von Dyson—Yang). Fir eine stetige Funktion f: Sp" — R existieren n
paarweise Diameter, deren 2n Endpunkte alle den gleichen Funktionswert haben.

Beweis. XXXX N
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Kapitel 44

Topologie der Tor1i

Definition 44.1 (n-Torus). Der mit der Produkttopologie ausgestattete Raum:
T" := (Sp')" C R* (44.1)
ist der n-Torus.

Da die 1-Sphére kompakt ist, ist der n-Torus nach dem Satz von Tychonoff (47.15])
kompakt. Da die 1-Sphére randlos ist, ist der n-Torus nach Satz (30.24) randlos. Das
ist eine notwendige Bedingung, dass der n-Torus als Rand eines topologischen Raumes

dargestellt werden kann. Nach Satz (30.24)) ist es der Rand des topologischen Raumes
D? x T C R?", da mit Satz (30.24)):

T" = Sp' xT"! = ((9192 x W) U (ﬁ x alrjj) = 9(D? x T"1). (44.2)

Mit gleicher Begriindung ist sogar allgemeiner jedes Produkt einer Sphére mit einem Torus
der Rand eines topologischen Raumes:

Sp™ xT" = (9D™ x T7) U (Dmﬂ x 8"JI‘”*1> — (D™ x T, (44.3)
=0
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Topologische Gruppen

Definition 45.1 (Topologische Gruppe). Eine Gruppe G mit einer Topologie, sodass die
Verkniipfung G x G — G mit der Produkttopologie und die Inversionsabbildung G — G
stetig sind, ist eine topologische Gruppe.

Die Inversionsabbildung ist eine Involution und daher ein Homoéomorphismus. Nach
Definition der Produkttopologie sind fiir ein ¢ € G die Links- und Rechtsgrup-
penwirkung <,: G — G,h — goh und >y: G — G,h — h o g stetig und da stetige
Umkehrabbildungen <,-1 und >,-1 existieren, sogar Homéomorphismen.

Fiir eine offene Menge U C G und V C G beliebig sind:

UV = {uwlueUveV}=|J{p@lueU} =] > ) (45.1)
VU = {vulu e Uv € V} = | J{a,(w)ue U} = | <) (45.2)
veV veV

als Vereinigung offener Teilmengen offen.

Lemma 45.2. Fliir eine topologische Gruppe G ist die Zusammenhangskomponente G
des neutralen Elementes ein abgeschlossener Normalteiler.

Bewezis. O

Lemma 45.3. Fiir eine topologische Gruppe G, A C G abgeschlossen und x € G existiert
eine offene Umgebung 1 € U C G mit U™ =U und 2U N AU = Uz NUA = 0.

Beweis. [
Aus diesem Lemma folgt insbesondere:
Korollar 45.4. Topologische Gruppen sind regulir (13-Raum).
Lemma 45.5. Fiir eine topologische Gruppe G sind dquivalent:
I.) G ist ein T\-Raum.
II.) G ist ein Hausdorff-Raum (T5-Raum,).
III.) {1} C G ist abgeschlossen.
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Beweis. 1.)=IIL): Folgt aus Lemma (71.3)). III.)=II.): Mit der Abbildung f: G x G —
G, (g,h) — gh™' gilt Ag = f~1({1}). Ist {1} abgeschlossen, folgt mit Lemma dar-
aus, dass Ag = f~1({1}) abgeschlossen ist und mit dem Diagonalkriterium nach Lemma
folgt, dass G hausdorffsch ist. O

Lemma 45.6. Fir eine topologische Gruppe G und eine Untergruppe H < G gilt:
I.) G/H ist requlir (Ts-Trennungsaziom,).
II.) G — G/H ist surjektiv, stetig und offen.
III.) H ist genau dann abgeschlossen, wenn G/H ein Hausdorff-Raum ist.
Beweis. XXXX N

Lemma 45.7. Fiir einen kompakten Hausdorff-Raum X ist Homeo(X) mit der Kompakt-
Offen-Topologie eine topologische Gruppe. [8, Korollar 3.5.5/

Beweis. XXXX O

45.1 Zusammen- und Wegzusammenhangskomponenten

topologischer Gruppen

Lemma 45.8. Sei X eine topologische Gruppe, dann gilt:

L) Firze~.x undy~cy istz-y~c.z' -y

II.) Fiir x ~pe @' und y ~pe Y ist -y ~ope @' -y
Beweis. 1.): XXXX.
IL.): Da x ~p. 2’ gibt es einen (stetigen) Weg ~: [0,1] — X mit y(0) = x und (1) = 2.
Da x ~p. ¢’ gibt es einen (stetigen) Weg d: [0,1] — X mit 6(0) = y und (1) = ¢'. Nun
ist v-9d:[0,1] - X nach (XXXX: (gamma,delta) stetig) und Lemma (27.3) stetig, da

die Verkniipfung von X stetig ist, mit (v -6)(0) = v(0) - 6(0) = x - 2’ und (v -6)(1) =
v(1)-0(1) =y -y, womit z -y ~pe ' - Y. O]

Geméfs dieses Lemmas sind die Abbildungen:
X/ ~e XX/ ~oe— X/ ~c, ([7]e, []e) = [2y]e (45.3)

X/ ~pc x X/ ~pcT? X/ ~pc; ([‘T]pca [y}pc) = [$y]pc (45.4)

wohldefiniert, welche eine Gruppenstruktur auf X/ ~. bzw. X/ ~,. definieren. Die As-
soziativitit folgt dabei direkt aus der Assoziativitit der Gruppenstruktur auf X. Die
neutralen Elemente sind [1]. bzw. [1],. und fiir ein Element x € X sind die inversen Ele-
mente von [z]. bzw. [z],. jeweils [z71]. bzw. [271],..

Aus der Einschrinkung der Links- und Rechtsgruppenwirkung auf eine Zusammenhangs-
komponente ergeben sich Abbildungen <, : [y]. = z[ylc, ¥ — 2y und >, [y]e = [ylex, vy —

y'x

104


samueladrianantz.com

Kapitel 45 — Topologische Gruppen samueladrianantz.com

45.2 Homeo als Funktor

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar Homeoidy = iduomeo(x) und fiir topolo-
gische Rdume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y und ¢: Y — Z gilt
offenbar Homeo(g o f) = Homeo(g) o Homeo( f).

Korollar 45.9. Die Homdéomorphismengruppe ist ein kovarianter Funktor:

Homeo: Top — Grp, X — Homeo(X), f — Homeo(f). (45.5)

Fiir kompakte Hausdorff-Réaume (Objekte in CHaus) sind die Hom6omorphismen-
gruppen nach Lemma insbesondere topologische Gruppen (Objekte in TopGrp).
Da die Vor- und Nachkomposition von Abbildungen in der KO-Topologie nach Lemma
stetig sind, sind die induzierten Homdomorphismenabbildungen ebenfalls stetig,
weshalb:

Korollar 45.10. Die Homdomorphismengruppe schrinkt sich ein zu einem kovarianten
Funktor:

Homeo: CHaus — TopGrp, X — Homeo(X), f — Homeo(f). (45.6)
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Teil VI

Kompaktheit
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Kapitel 46

Uberdeckungen

Ein topologischer Raum besteht aus offenen Mengen, wobei die Einschrénkung von to-
pologischen Eigenschaften auf diese durch die Teilraumtopologie betrachtet werden kann
sowie umgekehrt die Erweiterung von topologischen Eigenschaften auf auf den gesamten
Raum. Das ist gleichbedeutend damit, einen einzigen Raum durch mehrere kleinere Teile
zu untersuchen.

Definition 46.1 (Uberdeckung). Fiir einen topologischen Raum X ist eine Familie (U;);c;
von offenen Mengen, fir die:

X =Ju (46.1)

iel
eine Uberdeckung von X.

Beispiel 46.2. Die Aufteilung der Erde in eine Nord- und Sidhalbkugel entspricht der
Uberdeckung der Sphire S* durch zwei Scheiben D?.

Definition 46.3 (Punktendliche Uberdeckung). Wenn jeder Punkt in nur endlich vielen
U; enthalten ist, wird (U;);e; punktendlich genannt.

Definition 46.4 (Lokalendliche Uberdeckung). Wenn fiir jeden Punkt eine Umgebung
existiert, die nur endlich viele U; schneidet, wird (U;);e; lokalendlich genannt.

Korollar 46.5. Jede lokalendliche Uberdeckung ist punktendlich.

Definition 46.6 (Verfeinerung). Eine offene Uberdeckung (V;);cs, fiir die:

Vd:v,cu, (46.2)

jeJiel
wird eine Verfeinerung von (U;);er genannt.

Definition 46.7 (Quasischrumpfung). Eine offene Uberdeckung (V;);cs, fir die:

vV 3.7, cu, (46.3)

jeJiel
wird eine Quasischrumpfung von (U;);e;r genannt.

Korollar 46.8. Jede Quasischrumpfung ist eine Verfeinerunyg.
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Definition 46.9 (Schrumpfung). Eine offene Uberdeckung (V;)ier, fiir die:

V:vicu (46.4)
el

wird eine Schrumpfung von (U;):cr genannt.
Korollar 46.10. Jede Schrumpfung ist eine Quasischrumpfunyg.
Korollar 46.11. Eine Teiliiberdeckung einer Teiliberdeckung ist eine Teuliiberdeckunyg.

Korollar 46.12. Eine lokalendliche Verfeinerung einer Teiliberdeckung ist eine lokalend-
liche Verfeinerung.

Korollar 46.13. Eine punktendliche Verfeinerung einer Teiliberdeckung ist eine punk-
tendliche Verfeinerung.

Lemma 46.14. Fin Lindeldf-Raum, der:

I.) abzihlbar kompakt ist, ist kompakt.

II.) abzihlbar parakompakt ist, ist parakompakt.
III.) abzihlbar metakompakt ist, ist metakompakt.
IV.) abzihlbar orthokompakt ist, ist orthokompakt.

Beweis. Fiir jede offene Uberdeckung des Raumes existiert eine abzdhlbare Teiliiberde-
ckung, da der Raum lindel6fsch ist.

I.): Fiir diese abziihlbare Uberdeckung existiert eine endliche Teiliiberdeckung, da der
Raum abzéhlbar kompakt ist, die nach Korollar (46.11]) auch eine endliche Teiliiberde-
ckung der urspriinglichen Uberdeckung ist.

IL.): Fiir diese abzihlbare Uberdeckung existiert eine lokalendliche Verfeinerung, da der
Raum abzdhlbar parakompakt ist, die nach Korollar auch eine lokalendliche Ver-
feinerung der urspriinglichen Uberdeckung ist.

IIL.): Fiir diese abzihlbare Uberdeckung existiert eine Punktendliche Verfeinerung, da
der Raum abzihlbar metakompakt ist, die nach Korollar auch eine punktendliche
Verfeinerung der urspriinglichen Uberdeckung ist.

IV.): XXXX O
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Kapitel 47

Kompaktheit und Folgenkompaktheit

In topologischen Riumen sind die beiden fiir metrische Rdume dquivalenten Definitionen
von Kompaktheit, die Existenz konvergenter Teilfolgen fiir jede Folge nach Definition
und die Existenz endlicher Teiliiberdeckungen fiir jede Uberdeckung nach dem
Satz von Heine-Borel nicht mehr dquivalent und miissen daher fiir topologische
Réume getrennt werden.

47.1 Kompaktheit

Definition 47.1 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum, fir den jede (abzihlbare) offene
Uberdeckung eine endliche Teiliberdeckung enthdlt, wird (abzdhlbar) kompakt genannt.

Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) wird die Menge seiner kompakten Teilmengen
als O% bezeichnet.

Satz 47.2. Eine abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist wieder ein Kompaktum.

Beweis. Seien K ein kompakter topologischer Raum und A C K abgeschlossen. Sei (U;);er
eine offene Uberdeckung von A, dann ist (U;);e; U AL eine offene Uberdeckung von K,
wobei AC offen ist, da A abgeschlossen ist. Da K kompakt ist, existiert eine endliche
Teilmenge J C I, sodass (U;);es U AL bereits eine offene Uberdeckung von K ist, womit
(Uj)jes bereits eine offene Uberdeckung von A ist. O

Satz 47.3. FEine stetige Abbildung bildet Kompakta auf Kompakta ab.

Beweis. Seien X und Y topologische Riume, K C X kompakt und f: X — Y stetig. Sei
(Uy)ier eine offene Uberdeckung von f(K), dann ist (f~'(U;))icr eine offene Uberdeckung
von K, da f stetig ist. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge J C I, sodass
(f71(U;));es bereits eine offene Uberdeckung von K ist, womit (U;);c s bereits eine offene
Uberdeckung von f(K) ist. O

Lemma 47.4. Endliche Vereinigungen von kompakten Teilmengen sind kompakt.

Beweis. Seien X ein topologischer Raum und (K;);c; C X eine endliche Familie an kom-
pakten Teilmengen. Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von | J;.; K;, dann ist diese ins-
besondere eine offene Uberdeckung von K fiir jedes ¢ € I. Daher existiert jeweils eine
endliche Teiliiberdeckung (U;);er, von K; mit L; C J endlich fiir jedes i € I. Daher ist
(U)iey,., L, eine endliche Teiliiberdeckung von (J;.; Ki mit J,c; Li C J endlich, da [
endlich und L; endlich fiir jedes 7 € I. O]
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Lemma 47.5. Abzdihlbare Schnitte von kompakten Teilmengen von Hausdorff-Riumen
sind kompakt.

Beweis. Seien X ein Hausdorff-Raum und (K;);e; C X eine abzéhlbare Familie an kom-
pakten Teilmengen. Nach XXXX sind diese alle abgeschlossen, nach Bemerkung (XXXX)
ist ihr Schnitt (),.; K; abgeschlossen und als Teilmenge einer kompakten Teilmenge (eines
K; fiir beliebiges ¢ € I) nach Satz kompakt. O

Die Hausdorff-Eigenschaft ist dabei zwingend notwendig:

Beispiel 47.6. XXXX

47.2 Folgenkompaktheit

Definition 47.7 (Folgenkompaktheit). Fin topologischer Raum, in dem jede Folge eine
konvergente Teilfolge enthdlt, wird folgenkompakt genannt.

Im Gegensatz zur Theorie metrischer Rdume sind Kompaktheit und Folgenkompakt-
heit in der Theorie topologischer Raume unabhéngig voneinander. Ein kompakter topo-
logischer Raum muss nicht folgenkompakt sein, ebenso muss ein folgenkompakter topolo-
gischer Raum nicht kompakt sein!

Beispiel 47.8. Die lange Gerade ist folgenkompakt, aber nicht kompakt. [1, Bsp. 45, S.
172/

Beispiel 47.9. [0, 1] ist kompakt, aber nicht folgenkompakt. [1, Bsp. 105, S. 176]

Lemma 47.10. Fine abgeschlossene Teilmenge einer folgenkompakten Menge ist folgen-
kompakt.

Beweis. Seien X ein folgenkompakter topologischer Raum, A C X abgeschlossen und
(IQ%N C A eine Folge. Da (z,)neny C X existiert eine konvergente Folge mit Grenzwert
in A = A nach Lemma (XXXX). O

Lemma 47.11. Eine stetige Abbildung bildet folgenkompakte Mengen auf folgenkompakte
Mengen ab.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume, Q) C X folgenkompakt und f: X — Y stetig.
Sei (Yn)nen C f(£2) eine Folge, dann gibt es eine Folge (x,)neny € Q mit Vn € N: y, =
f(z,). Da Q folgenkompakt ist, enthélt (x,),cn eine konvergente Teilfolge (z,, )ken. Da f
stetig ist, enthilt (y,)nen die konvergente Teilfolge (Y, )ken- O

Lemma 47.12. Endliche Vereinigungen von folgenkompakten Teilmengen sind folgen-
kompakt.

Beweis. Seien X ein topologischer Raum und (K;);c; C X eine endliche Familie an fol-
genkompakten Teilmengen. Sei (2,)nen eine Folge in |J,.; K;, dann gibt es ein ¢ € I,
sodass unendlich viele Folgenglieder K; C X liegen, also eine Teilfolge (z,)ne;r C K;
fiir [ C N, da I endlich ist. Da dieses K; folgenkompakt ist, existiert eine konvergente
Teilfolge (x,)nes C K fiir J C I, welche ebenfalls eine konvergente Teilfolge in |J,.; K;
ist. O
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Lemma 47.13. Endliche Schnitte von folgenkompakten Teilmengen von Hausdorff-Riumen
sind folgenkompakt.

Beweis. Seien X ein Hausdorff-Raum und (K;);c; C X eine endliche Familie an folgen-
kompakten Teilmengen. XXXX [

Die Hausdorff-Eigenschaft ist dabei zwingend notwendig:
Beispiel 47.14. XXXX

47.3 Satz von Tychonoff

Satz 47.15 (Satz von Tychonoff). In einer Familie (X;);cr topologischer Riume ist genau
dann jeder topologische Raum kompakt, wenn ihr Produktraum [[,., X; kompakt ist.

Beweis. XXXX N

Definition 47.16 (Hilbertwiirfel). Sei [0,1] mit der vom Betrag induzierten Topologie
ausgestattet, dann wird der topologische Raum [0,1]N mit der Produkttopologie Hilbert-
wiirfel genannt.

Nach dem Satz von Tychonoff (47.15) ist der Hilbertwiirfel kompakt.
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Kapitel 48

Kompakte und eigentliche Abbildungen

Bei steigen, offenen und abgeschlossenen Abbildungen werden die Bilder und Urbilder von
offenen und abgeschlossenen Abbildungen betrachtet. Neben diesen Teilmengen sind in
der Topologie aber auch kompakte Teilmengen von besonderem Interesse. Das fiihrt auf
zwei neue Arten von Abbildungen.

48.1 Kompakte Abbildungen

Definition 48.1 (Kompakte Abbildung). Fir topologische Riume (X, Ox), (Y, Oy) wird
eine Abbildung ¢: (X,Ox) — (Y, Oy), fir die Bilder kompakter Mengen kompakt sind:

YV 9(K) e (48.1)

Keos,
kompakt genannt.

Beispiel 48.2. Die Identitat ist kompakt.

Lemma 48.3. Die Komposition kompakter Abbildungen ist kompakt.

Beweis. Seien f: (X,0x) — (Y,0y) und g: (Y,Oy) — (Z,0z) stetige Abbildungen
zwischen topologischen Riaumen. Sei K C X kompakt, dann ist f(K) C Y kompakt (da
f kompakt ist) und (go f)(K) = g(f(K)) C Z kompakt (da g kompakt ist), womit g o f
kompakt ist. [

Aus Satz (47.3)) folgt direkt:
Korollar 48.4. Stetige Abbildungen sind kompakt.

48.2 Eigentliche Abbildungen

Definition 48.5 (Eigentliche Abbildung). Fir topologische Riume (X, Ox), (Y, Oy) wird
eine Abbildung ¢: (X,Ox) — (Y, Oy), fiir die Urbilder kompakter Mengen kompakt sind:

Lo (K) € 0% (48.2)

KeOs,
eigentlich genannt.

Beispiel 48.6. Die Identitdt ist eigentlich.
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Lemma 48.7. Die Komposition eigentlicher Abbildungen ist eigentlich.

Beweis. Seien f: (X,0x) — (Y,Oy) und g: (Y, Oy) — (Z,Oy) eigentliche Abbildungen
zwischen topologischen Ridumen. Sei K C Z kompakt, dann ist ¢g7'(K) C Y kompakt
(da g eigentlich ist) und (go f)"*(K) = f~!(¢7'(K)) C X kompakt (da f eigentlich ist),
womit g o f eigentlich ist. [

Das bedeutet, dass die topologischen Rdume mit den eigentlichen Abbildungen eine
Kategorie bilden.

Lemma 48.8. Stetige und eigentliche Abbildungen in lokalkompakte Rdume sind abge-
schlossen.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume mit Y lokalkompakt und f: X — Y stetig
und eigentlich. Sei A C X abgeschlossen, dann XXXX. O

Lemma 48.9. Fir eine Sequenz X Ly 5%z topologischer Rdiume gilt:

I.) Ist go f eigentlich und f kompakt, dann ist g|sx) eigentlich.

II.) Ist go f eigentlich sowie g injektiv und kompakt, dann ist f eigentlich.
11.) Ist go f kompakt und f eigentlich, dann ist g|¢x) kompakt.

IV.) Ist g o f kompakt sowie g injektiv und eigentlich, dann ist f kompakt.

Als Spezialfall von I.) und III.) gilt: Ist g o f eigentlich und f surjektiv und kompakt,
dann ist g eigentlich. Ist go f kompakt und f surjektiv und eigentlich, dann ist g kompakt.

Beweis. Analog zu Lemma 1} [.): Sei K C Z kompakt, dann ist f‘l(g\;(lx)(K)) =
(9700 f)7HK) € X kompakt, womit f(f~"(g]7(x)(K))) = 9|7 (K)Nf(X) = [ €Y
kompakt ist. I1.): Sei K C Y kompakt, dann ist g(K) C Z kompakt, womit f~1(K) =
g (g(K))) = (g0 f)*(g(K)) CY kompakt ist. IIL.): Sei K C Y kompakt, dann ist
#71(I) € X Kompakt, womit (glyx) o £)(/(K)) = glron (K N F(X) = |y (K) € 2
kompakt ist. IV.): Sei K C X kompakt, dann ist g(f(K)) = (go f)(K) C Z kompakt,
womit g~ (g(f(K))) = f(K) CY kompakt ist. O
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Kapitel 49

Weitere Arten von Kompaktheit

49.1 Relative (Folgen)kompaktheit

Definition 49.1 (Relative Kompaktheit). Fiir einen topologischen Raum X wird eine
Teilmenge A C X, fir die A (folgen)kompakt ist, relativ (folgen)kompakt genannt, notiert
als A CC X.

Relative (Folgen)kompaktheit wird auch Pra(folgen)kompaktheit genannt.
Korollar 49.2. (Folgen)kompakte Riume sind relativ (folgen)kompakt.

Definition 49.3 (Relative Folgenkompaktheit). Fir einen topologischen Raum X wird
eine Teilmenge A C X, fiir die jede Folge in A eine konvergente Teilfolge in A enthilt,
relativ folgenkompakt genannt, notiert als A CC X.

Korollar 49.4. Folgenkompakte Rdume sind relativ folgenkompakt.

49.2 o-Kompaktheit

Definition 49.5 (o-Kompaktheit). Ein topologischer Raum, der sich als abzihlbare Ver-
einigung kompakter Teilrdume darstellen ldsst, wird o-kompakt genanndt.

Korollar 49.6. Kompakte Riume sind o-kompakt.

Beispiel 49.7. R" und C" sind mit der von der euklidischen Norm induzierten Topologie
nicht kompakt, jedoch lokal- und o-kompakt.
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Metakompaktheit

Definition 50.1 (Metakompaktheit). Ein topologischer Raum, fir den jede (abzihlbare)
offene Uberdeckung eine punktendliche Verfeinerung besitzt, wird (abzéhlbar) metakom-
pakt genannt.

Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) wird die Menge seiner metakompakten Teil-
mengen als O%° bezeichnet.

Lemma 50.2. Abgeschlossene Unterrdume von metakompakten topologischen Rdumen
sind metakompakt.

Vergleiche mit Satz (47.2)) fiir eine analoge Aussage iiber kompakte Raume sowie mit
den Lemmata (51.5) und (54.3) fiir analoge Aussagen iiber para- und lokalkompakte
Raume.

Beweis. Seien X ein metakompakter topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Sei
(Uy)ier eine offene Uberdeckung von A, dann ist (U;)ic; U AP eine offene Uberdeckung
von X. Da X metakompakt ist, existiert eine punktendliche Verfeinerung (U;);epcr U AE,
womit (U;);epcr eine punktendliche Uberdeckung von A ist. O

Lemma 50.3. Das Produkt eines kompakten mit einem metakompakten Raum st meta-
kompakt.

Vergleiche mit Lemma (51.6)) fiir eine analoge Aussage iiber parakompakte Réume.

@eweis. Seien X ein kompakter und Y ein metakompakter Raum. Sei (U;);c; eine offene
Uberdeckung von X x Y. XXXX O]

50.1 Lokale Metakompaktheit

Metakompaktheit kann genau wie andere topologische Eigenschaften durch die Verwen-
dung von Umgebungen und der Teilraumtopologie von einer globalen FEigenschaft des
ganzen topologischen Raumes in eine lokale Eigenschaft iiber dessen Struktur um einzel-
ne Punkte umgewandelt werden.

Definition 50.4 (lokal metakompakt). Ein topologischer Raum, fir den jede Umgebung
eines Punktes jeweils eine metakompakte Umgebung von diesem enthdlt (also eine Umge-
bungsbasis aus metakompakten Mengen von diesem existiert), wird lokal metakompakt in
diesem Punkt genannt. Fin topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal metakom-
pakt ist, wird lokal metakompakt genannt.
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Mit dieser Definition, die haufig fiir die Einschrinkung einer globalen auf eine lokale
Eigenschaft verwendet wird, folgt jedoch nicht unbedingt, dass metakompakte Riume
lokal metakompakt sind. Es ergibt sich also keine Abschwichung.

Beispiel 50.5. XXXX ist metakompakt, aber nicht lokal metakompakt.
Beispiel 50.6. XXXX ist lokal metakompakt, aber nicht metakompakt.

Korollar 50.7. Abgeschlossene Unterriume von lokal metakompakten Raumen sind lokal
metakompakt.

50.2 Schwache lokale Metakompaktheit

Da lokale Metakompaktheit keine Abschwichung von Metakompaktheit ist, wird ebenfalls
eine andere noch weiter abgeschwichte Definition verwendet:

Definition 50.8 (schwach lokal metakompakt). Ein topologischer Raum, fir den jeder
Punkt eine metakompakte Umgebung besitzt, wird schwach lokal metakompakt in diesem
Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal metakompakt ist,
wird schwach lokal metakompakt genannt.

Korollar 50.9. Lokal metakompakte Riume sind schwach lokal metakompakt.
Korollar 50.10. Metakompakte Raume sind schwach lokal metakompakt.

Korollar 50.11. Abgeschlossene Unterrdume von schwach lokal metakompakten Riumen
sind schwach lokal metakompakt.
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Kapitel 51

Parakompaktheit

Definition 51.1 (Parakompaktheit). Ein topologischer Raum, fiir den jede (abzihlbare)
offene Uberdeckung eine lokalendliche Verfeinerung besitzt, wird (abzéhlbar) parakompakt
genannt.

Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) wird die Menge seiner parakompakten Teil-
mengen als OF bezeichnet. Da lokalendliche Verfeinerungen nach Korollar (46.5) insbe-
sondere punktendlich sind, folgt:

Korollar 51.2. Jeder (abzihlbar) parakompakte Raum ist (abzdhlbar) metakompakt.

Beispiel 51.3. Die Dieudonné-Planke ist meta-, aber nicht parakompakt. XXXX st ab-
zahlbar meta-, aber nicht abzdhlbar parakompakt.

Lemma 51.4. Jeder o-kompakte Hausdorff-Raum ist metakompakt.

Beweis. Sei X ein o-kompakter Hausdorff-Raum, dann gibt es eine abzdhlbare Familie
(Ki)ier € X mit X = J,o; K;. XXXX O

Lemma 51.5. Abgeschlossene Unterrdume von parakompakten topologischen Rdumen
sind parakompakt.

Vergleiche mit Satz (47.2)) fiir eine analoge Aussage iiber kompakte Riume sowie mit
den Lemmata (50.2) und (54.3)) fiir analoge Aussagen iiber meta- und lokalkompakte
Raume.

Beweis. Seien X ein parakompakter topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Sei
(Uy)ier eine offene Uberdeckung von A, dann ist (U;);er U AL eine offene Uberdeckung von
X. Da X parakompakt ist, existiert eine lokalendliche Verfeinerung (U;)ieprc; U AL, womit
(Us)iercy eine lokalendliche Uberdeckung von A ist. O

Lemma 51.6. Das Produkt eines kompakten mit einem parakompakten Raum ist para-
kompakt.

Vergleiche mit Lemma ([50.3) fiir eine analoge Aussage tiber metakompakte Raume.

Beweis. Seien X ein kompakter und Y ein parakompakter Raum. Sei (U;);c; eine offene
Uberdeckung von X x Y. XXXX O

Lemma 51.7. Koprodukte (disjunkte Vereinigungen) von parakompakten Riumen (mit
der Koprodukttopologie nach Definition ) sind parakompakt.
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Beweis. XXXX N

Beispiel 51.8. Produkte von parakompakten Rdumen sind nicht unbedingt parakompakt.
Ftwa ist die Sorgenfrey-Gerade parakompakt, aber die Sorgenfrey-Ebene (das Produkt zwei-
er Sorgenfrey-Geraden mit der Produkttopologie nach Definition ) nicht parakom-
pakt.

Definition 51.9 (a-Parakompaktheit). XXXX

51.1 Lokale Parakompaktheit

Parakompaktheit kann genau wie andere topologische Eigenschaften durch die Verwen-
dung von Umgebungen und der Teilraumtopologie von einer globalen Eigenschaft des
ganzen topologischen Raumes in eine lokale Eigenschaft iiber dessen Struktur um einzel-
ne Punkte umgewandelt werden.

Definition 51.10 (lokal parakompakt). Ein topologischer Raum, fir den jede Umgebung
eines Punktes jeweils eine parakompakte Umgebung von diesem enthdlt (also eine Umge-
bungsbasis aus parakompakten Mengen von diesem existiert), wird lokal parakompakt in
diesem Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal parakompakt
1st, wird lokal parakompakt genannt.

Mit dieser Definition, die hdufig fiir die Einschrinkung einer globalen auf eine lokale
Eigenschaft verwendet wird, folgt jedoch nicht unbedingt, dass parakompakte Raume lokal
parakompakt sind. Es ergibt sich also keine Abschwéchung.

Beispiel 51.11. XXXX ist parakompakt, aber nicht lokal parakompakt.
Beispiel 51.12. XXXX st lokal parakompakt, aber nicht parakompakt.

Korollar 51.13. Abgeschlossene Unterrdume von lokal parakompakten Riumen sind lokal
parakompakt.

51.2 Schwache lokale Parakompaktheit

Da lokale Metakompaktheit keine Abschwichung von Metakompaktheit ist, wird ebenfalls
eine andere noch weiter abgeschwéchte Definition verwendet:

Definition 51.14 (schwach lokal parakompakt). Fin topologischer Raum, fir den jeder
Punkt eine parakompakte Umgebung besitzt, wird schwach lokal parakompakt in diesem
Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal parakompakt ist,
wird schwach lokal parakompakt genannt.

Korollar 51.15. Lokal parakompakte Rdume sind schwach lokal parakompakt.
Korollar 51.16. Parakompakie Riume sind schwach lokal parakompakt.

Korollar 51.17. Abgeschlossene Unterrdume von schwach lokal parakompakten Rdumen
sind schwach lokal parakompakt.
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Kapitel 52

Orthokompaktheit

Definition 52.1 (Innererhaltende Familie). Eine Familie an Teilmengen eines topologi-
schen Raumes, fiir die fir jeden Punkte des Raumes der Schnitt der diesen enthaltenden
Teilmengen der Familie offen ist wird innererhaltende Familie (oder Q-Familie) genannt.

Korollar 52.2. Eine punktendliche offene Uberdeckung ist innererhaltend.
Korollar 52.3. Eine abzihlbare offene Uberdeckung eines P-Raumes ist innererhaltend.

Korollar 52.4. Eine offene Uberdeckung eines Raumes mit Alezandroff-Topologie ist in-
nererhaltend.

Definition 52.5 (Orthokompaktheit). Ein topologischer Raum, fiir den fiir jede (abzdhl-
bare) offene Uberdeckung eine innererhaltende offene Verfeinerung existiert, wird (abzahl-
bar) orthokompakt genannt.

Korollar 52.6. Kompakte Riume sind orthokompakt.
Aus Korollar folgt direkt:

Korollar 52.7. (Abzihlbar) metakompakte Raume sind (abzihlbar) orthokompakt.
Mit Korollar folgt weiter:

Korollar 52.8. (Abzihlbar) parakompakte Riume sind (abzahlbar) orthokompakt.
Aus Korollar folgt direkt:

Korollar 52.9. P-Rdume sind abzdihlbar orthokompakt.
Aus Korollar folgt direkt:

Korollar 52.10. Alexandroff-Rdume sind orthokompakt.

Lemma 52.11. Abgeschlossene Unterrdume von orthokompakten topologischen Rdumen
sind orthokompakt.

Beweis. Seien X ein orthokompakter topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Sei
(Uy)ier eine offene Uberdeckung von A, dann ist (U;)er U AP eine offene Uberdeckung
von X, wobei A® offen ist, da A abgeschlossen ist. Da X orthokompakt ist, existiert eine
innererhaltene offene Verfeinerung (V;);e; U B iiber X mit V; C U; fiir alle ¢ € I und
B C AL, womit (Vi)ier eine innererhaltene offene Verfeinerung iiber A ist. O
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Lemma 52.12. Fine stetige Abbildung bildet Orthokompakta auf Orthokompakta ab.

Beweis. Seien X und Y topologische Raume, K C X orthokompakt und f: X — VYV
stetig. Sei (U;)ies eine offene Uberdeckung von f(K), dann ist (f~'(U;))ier eine offene
Uberdeckung von K, da f stetig ist. Da K orthokompakt ist, existiert eine innererhaltende
offene Verfeinerung XXXX O]

Lemma 52.13. Fir einen orthokompakten Raum X ist X x [0, 1] genau dann orthokom-
pakt, wenn X abzdhlbar metakompakt ist.

Beweis. XXXX O

52.1 Lokale Orthokompaktheit

Orthokompaktheit kann genau wie andere topologische Eigenschaften durch die Verwen-
dung von Umgebungen und der Teilraumtopologie von einer globalen Eigenschaft des
ganzen topologischen Raumes in eine lokale Eigenschaft iiber dessen Struktur um einzel-
ne Punkte umgewandelt werden.

Definition 52.14 (lokal orthokompakt). Ein topologischer Raum, fir den jede Umge-
bung eines Punktes jeweils eine orthokompakte Umgebung von diesem enthdlt (also eine
Umgebungsbasis aus orthokompakten Mengen von diesem existiert), wird lokal orthokom-
pakt in diesem Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal
orthokompakt ist, wird lokal orthokompakt genannt.

Mit dieser Definition, die hdufig fiir die Einschrinkung einer globalen auf eine lokale
Eigenschaft verwendet wird, folgt jedoch nicht unbedingt, dass orthokompakte Riume
lokal orthokompakt sind. Es ergibt sich also keine Abschwéchung.

Beispiel 52.15. XXXX ist orthokompakt, aber nicht lokal orthokompakt.
Beispiel 52.16. XXXX st lokal orthokompakt, aber nicht orthokompakt.

Korollar 52.17. Abgeschlossene Unterrdume von lokal orthokompakten Rdumen sind lo-
kal orthokompakt.

52.2 Schwache lokale Orthokompaktheit

Da lokale Orthokompaktheit keine Abschwichung von Orthokompaktheit ist, wird eben-
falls eine andere noch weiter abgeschwichte Definition verwendet:

Definition 52.18 (schwach lokal orthokompakt). Ein topologischer Raum, fir den jeder
Punkt eine parakompakte Umgebung besitzt, wird schwach lokal orthokompakt in diesem
Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal orthokompakt ist,
wird schwach lokal orthokompakt genannt.

Korollar 52.19. Lokal orthokompakte Rdume sind schwach lokal orthokompakt.
Korollar 52.20. Orthokompakte Riume sind schwach lokal orthokompakt.

Korollar 52.21. Abgeschlossene Unterrdume von schwach lokal orthokompakten Rdumen
sind schwach lokal orthokompakt.
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Kapitel 53

Hemikompaktheit

Definition 53.1 (Hemikompaktheit). Ein topologischer Raum, fir den eine abzdihlba-
re Familie an kompakten Teilmengen existiert, sodass jede kompakte Teilmenge in einer
davon enthalten ist, wird hemikompakt genannt.

Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) wird die Menge seiner hemikompakten Teil-
mengen als O% bezeichnet.

Fiir einen hemikompakten Raum X und eine Familie (K,),en an kompakten Teilmen-
gen, sodass jede kompakte Teilmenge in einer davon enthalten ist, ist (K] ),en mit:

K,=|]J K 2K, (53.1)

k=1

nach Lemma ebenfalls eine Familie an kompakten Teilmengen, sodass jede kompak-
te Teilmenge in einer davon enthalten ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann da-
her fiir einen hemikompakten Raum sogar die Existenz einer aufsteigenden Folge (K,),en
an kompakten Teilmengen (also mit K,, C K1) ausgegangen werden, sodass jede kom-
pakte Teilmenge in einer davon enthalten ist.

Korollar 53.2. Kompakte Rdiume sind hemikompakt.

Lemma 53.3. Abgeschlossene Unterrdume von hemikompakten topologischen Rdumen
sind hemikompakt.

Beweis. Seien X ein hemikompakter topologischer Raum und A C X abgeschlossen.
Dann gibt es eine abzihlbare Familie (K,),eny € X an kompakten Teilmengen, sodass jede
kompakte Teilmenge in einer davon enthalten ist. Nach Lemma (47.2)) ist (K,NA),en € A
eine abzdhlbare Familie an kompakten Teilmengen. Fiir K C A kompakt ist insbesonder
K C X, also gibt es ein n € Nmit K C K, da X hemikompakt ist. Es folgt K = KNA C
K,NA. m

Lemma 53.4. Fine stetige Abbildung bildet Hemikompakta auf Hemikompakta ab.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume, K C X hemikompakt und f: X — Y stetig.
Da K hemikompakt ist, existiert eine abzdhlbare Familie (K,),eny € K an kompakten
Teilmengen, sodass jede kompakte Teilmenge in einer davon enthalten ist. Nach Lemma
(147.3) ist (f(K,))nen C f(K) eine abzihlbare Familie an kompakten Teilmengen. XXXX

O
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Lemma 53.5. Lokalkompakie und o-kompakte Raume sind hemikompakt.

Vergleiche mit Lemma ((54.10)), nach dem lokalkompakte und o-kompakte Raume stets
parakompakt sind.

Beweis. Sei X ein lokalkompakter und o-kompakter Raum. XXXX O

Beispiel 53.6. Die Umkehrung von Lemma qilt nicht fir die erste Bedingung. Q
15t hemikompakt, aber nicht lokalkompakt.

Es gelten die folgenden beiden Lemma:
Lemma 53.7. Erstabzihlbare und hemikompakte Riume sind lokalkompakt.

Beweis. Sei X ein erstabzdhlbarer hemikompakter Raum, dann gibt es eine aufsteigende
Folge (K,)neny € X an kompakten Teilmengen von X, sodass jede kompakte Teilmenge
von X in einer davon enthalten ist. Sei x € X ein Punkt. Da X erstabzahlbar ist, existiert
eine absteigende Folge (U,)nen an Umgebungen von z, sodass jede Umgebung von x in
einer davon enthalten ist.

Angenommen, es gibt kein n € N mit U,, C K,,, dann wire U, \ K,, # () fiir alle n € N.
Mit einer Folge (z,)neny mit z,, € U, \ K, fiir alle n € Nist K = {z,|n € N} U {z} (als
Folge mit Grenzpunkt, XXXX: Referenz) kompakt, aber es gibt kein n € N mit K C K,
da z, € K Nach Definition von K, aber z,, ¢ K, nach Definition von z,. Das ist ein
Widerspruch zur Hemikompaktheit, womit ein n € N existiert mit U, C K,,. O

Lemma 53.8. Hemikompakte Riume sind o-kompakt.

Beweis. Sei X ein hemikompakter Raum, dann gibt es eine abzdhlbare Familie (K,,),en €
X an kompakten Teilmengen, sodass fiir jede kompakte Teilmenge K C X ein n € N mit
K C K, existiert. Fiir jeden Punkt x € X ist die endliche Teilmenge {z} C X nach XXXX
kompakt, also gibt es ein n € N mit {z} C K, & x € K, und es folgt v € J, o Kn,
womit | J K, = X. O

neN ~ N

53.1 Lokale Hemikompaktheit

Orthokompaktheit kann genau wie andere topologische Eigenschaften durch die Verwen-
dung von Umgebungen und der Teilraumtopologie von einer globalen Eigenschaft des
ganzen topologischen Raumes in eine lokale Eigenschaft iiber dessen Struktur um einzel-
ne Punkte umgewandelt werden.

Definition 53.9 (lokal hemikompakt). Fin topologischer Raum, fir den jede Umgebung
eines Punktes jeweils eine hemikompakte Umgebung von diesem enthdlt (also eine Umge-
bungsbasis aus hemikompakten Mengen von diesem existiert), wird lokal hemikompakt in
diesem Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal hemikom-
pakt ist, wird lokal hemikompakt genannt.

Mit dieser Definition, die haufig fiir die Einschrinkung einer globalen auf eine lokale
Eigenschaft verwendet wird, folgt jedoch nicht unbedingt, dass hemikompakte Rdume
lokal hemikompakt sind. Es ergibt sich also keine Abschwéachung.

Beispiel 53.10. XXXX ist hemikompakt, aber nicht lokal hemikompakt.
Beispiel 53.11. XXXX st lokal hemikompakt, aber nicht hemikompakt.

Korollar 53.12. Abgeschlossene Unterriume von lokal hemikompakten Raumen sind lokal
hemikompakt.
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53.2 Schwache lokale Hemikompaktheit

Da lokale Hemikompaktheit keine Abschwichung von Hemikompaktheit ist, wird ebenfalls
eine andere noch weiter abgeschwéchte Definition verwendet:

Definition 53.13 (schwach lokal hemikompakt). Ein topologischer Raum, fir den jeder
Punkt eine hemikompakte Umgebung besitzt, wird schwach lokal hemikompakt in diesem
Punkt genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokal hemikompakt ist,
wird schwach lokal hemikompakt genannt.

Korollar 53.14. Lokal hemikompakte Riume sind schwach lokal hemikompakt.
Korollar 53.15. Hemikompakte Rdume sind schwach lokal hemikompakt.

Korollar 53.16. Abgeschlossene Unterrdume von schwach lokal hemikompakten Rdumen
sind schwach lokal hemikompakt.
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Kapitel 54

Lokalkompaktheit

Definition 54.1 (Lokalkompaktheit). Fin topologischer Raum, fir den jede Umgebung
eines Punktes jeweils eine kompakte Umgebung von diesem enthdlt (also eine Umgebungs-
basis aus kompakten Mengen von diesem existiert), wird lokalkompakt in diesem Punkt
genannt. Ein topologischer Raum, welcher in jedem Punkt lokalkompakt ist, wird lokal-
kompakt genannt.

Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) wird die Menge seiner lokalkompakten Teil-
mengen als O'¢ bezeichnet.

Korollar 54.2. Kompakte topologische Rdaume sind lokalkompakt.

Lemma 54.3. Abgeschlossene Teilmengen von lokalkompakten Rdumen sind lokalkom-
pakt.

Vergleiche mit Satz (47.2) fiir eine analoge Aussage iiber kompakte Riume sowie mit
den Lemmata (90.2) und (51.5) fiir analoge Aussagen iiber meta- und parakompakte
Raume.

Beweis. XXXX OJ

Beispiel 54.4. Stetige Bilder von lokalkompakten Rdumen miissen nicht lokalkompakt
sein. Ftwa ist die Warschauer Sinuskure X nicht lokalkompakt, aber das stetige Bild des
lokalkompakten Raumes {—1} U (0;1] durch {—1} U (0;1] — X, XXXX

Lemma 54.5. Offene Teilmengen von kompakten Hausdorff-Rdumen sind lokalkompakte
Hausdorff-Riume.

Nach den Lemmata (47.2) und ((72.8)) sind dagegen abgeschlossene Teilmengen von
kompakten Hausdorff-Raumen sogar wieder kompakte Hausdorff-Raume.

Beweis. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A C X abgeschlossen. Nach (72.8]) ist
A ein Hausdorff-Raum. XXXX O

Lemma 54.6. FEine stetige und eigentliche Abbildung in einen lokalkompakten Raum ist
abgeschlossen.

Beweis. Seien X und Y topologische Raume mit Y lokalkompakt sowie f: X — Y stetig
und eigentlich. Sei A C X abgeschlossen. XXXX O]

Lemma 54.7. Teilmengen von lokalkompakten Hausdorff-Rdiumen sind genau dann lo-
kalkompakt, wenn sie die Vereinigung einer abgeschlossenen und offenen Menge sind.
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Beweis. XXXX N

Lemma 54.8. Jeder lokalkompakte Hausdorff-Raum ist homéomorph zu einer offenen
Teilmenge eines kompakten Raumes.

Beweis. XXXX O

Lemma 54.9. FEine stetige und eigentliche Abbildung f: X — Y zwischen topologischen
Raumen X und Y mit letzterem lokalkompakt ist abgeschlossen.

Beweis. Sei A C X abgeschlossen, dann XXXX m
Lemma 54.10. Lokalkompakte und o-kompakte Rdume sind parakompakt.

Vergleiche mit Lemma (53.5]), nach dem lokalkompakte und o-kompakte Raume stets
hemikompakt sind.

Beweis. XXXX N

Beispiel 54.11. Die Umkehrung von Lemma (54.10) gilt fir keine der beiden Bedingun-
gen. Die Sorgenfrey-Gerade ist parakompakt, aber weder lokal- noch o-kompakt.

Lemma 54.12. Zweitabzihlbare lokalkompakte Riume sind o-kompakt (und nach Lemma

parakompakt).

Vergleiche mit Lemma (74.9), nach dem zweitabzdhlbare regulire Rdume stets para-
kompakt sind.

Beweis. XXXX O

Lemma 54.13. Fiir einen lokalkompakten Raum K erhdlt der Funktor K x —: Top —
Top kokartesische Quadrate.

Beweis. XXXX N

54.1 Lindelof-Raum

Definition 54.14 (Lindel6f-Raum). FEin topologischer Raum, fir den jede offene Uber-
deckung eine hdchstens abzdihlbare Teiliiberdeckung enthdlt, wird Lindel6f-Raum genannt.

Lemma 54.15. Jeder zweitabzihlbare topologische Raum ist lindeldfsch.
Beweis. XXXX O

Definition 54.16 (S-Raum). Ein requlirer Raum, fir den jede Teilmenge (mit der Teil-
raumtopologie) seperabel ist und der kein Lindeldf-Raum ist, wird S-Raum genannt.

Definition 54.17 (L-Raum). Ein reguldrer Raum, fir den jede Teilmenge (mit der Teil-
raumtopologie) ein Lindeldf-Raum ist und der nicht seperabel ist, wird L-Raum genannt.
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54.2 Erschopfung durch kompakte Teilmengen

Definition 54.18 (Erschopfung durch kompakte Teilmengen). Ein topologischer Raum
X, fiir den eine Folge (K, )nen € X an kompakten Teilmengen mit

Lemma 54.19. Fir einen topologischen Raum sind dquivalent:
I.) X ist erschopfbar durch kompakte Teilmengen.
II.) X ist o-kompakt und schwach lokalkompakt.
III.) X ist lindeldfsch und schwach lokalkompakt.
Beweis. XXXX N

Lemma 54.20. Jeder requlire und durch kompakte Teilmengen erschopfbare Raum ist
parakompakt.

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 55

Alexandroff-Kompaktifizierung

Die Alexandorff-Kompaktifizierung ist das wichtigste und weitreichendste Verfahren, um
einen topologischen Raum zu einem kompakten topologischen Raum zu erweitern. Dabei
wird nur ein einziger neuer Punkt hinzugefiigt und die Topologie geeignet erweitert, wobei
die Teilraumtopologie des urspriinglichen Raumes auch wieder die urspriingliche Topologie
ist. Die Alexandorff-Kompaktifizierung wird vor allem fiir topologische Konstruktionen
verwendet, die der euklidischen Réume R" ergibt etwa die Sphéren Sp" und die der
komplexen Zahlenebene C ergibt etwa die Riemannsche Zahlenkugel C.

Satz 55.1 (Alexandroff-Kompaktifizierung). Fir einen topologischen Raum X ist X* :=
XU{oo}, dessen offene Mengen gerade die offenen Mengen von X sowie die Komplemente
abgeschlossener kompakter Mengen von X in X* smcﬂ

Ox = Ox U{X*\ K|K C X kompakt} (55.1)
ein kompakter topologischer Raum, der Alexandroff-Kompaktifizierung genannt wird:
Die Alexandroff-Kompaktifizierung wird auch Finpunkt-Kompaktifizierung genannt.
Beweis. XXXX N

Lemma 55.2. Ein topologischer Raum X ist genau dann ein lokalkompakter Hausdorff-
Raum, wenn X* ein Hausdorff-Raum ist.

Beweis. XXXX N

Lemma 55.3. Fliir einen XXXX topologischen Raum X und eine XXXX TeilraumY C X
181:
XY =2(X\Y). (55.2)

Beweis. XXXX

Y\IX( Ly Ly y/X
(Y \ X)
0

Lemma 55.4. Fir lokalkompakte Hausdorff-Riume X undY sowie eine eigentliche Ab-
bildung f: X — Y st f*: X* — Y™ stetig.

!Dabei wird Ox C P(X) unter der Inklusion P(X) C P(X*) als Teilmenge von P(X*) betrachtet.
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Beweis. XXXX N

Lemma 55.5. Fiir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum X wund eine abgeschlossene
Teilmenge A C X (mit kanonischer Inklusion i: A — X ) ist i*: A* — X* stetig.

Beweis. XXXX O

Lemma 55.6. Die Alexandroff-Kompaktifizierung bildet jeweils disjunkte Vereinigungen
(Koprodukte) und Produkte auf Wedge-Summen und Smash-Produkte ab. Seien X und Y
lokalkompakte Hausdorff-Raume, dann ist:

(X+Y) =2X"vY” (55.3)
(X XY)=X"AY" (55.4)
Beweis. XXXX N

Lemma 55.7. Sei X ein topologischer Raum. Ist X kompakt, ist X* nicht zusammen-
hingend. Ist X nicht kompakt und zusammenhdngend, dann ist X* zusammenhdngend.

Beweis. 1.): Ist X kompakt, dann ist {oo} = X*\ X offen, also X* = X U {oo} eine
disjunkte Aufteilung in offene Mengen. I1.): Seien U,V C X* offen mit U NV = () und
UUV = X* sowie co € U 0.B.d.A., wobei U # {o0} = X*\ X, da X nicht kompakt
ist. Nun ist V = X* \ U abgeschlossen und offen mit V' # X, weshalb V = 0, da X
zusammenhingend ist. 0

Ist die Alexandroff-Kompaktifizierung zusammenhéngend folgt jedoch nicht, dass der
zugrundeliegende topologische Raum bereits zusammenhangend ist. Seien X und Y nicht-
kompakte und zusammenhingende Riume, dann sind X* und Y* nach Lemma (55.7))
zusammenhéngend, womit (X + Y)* =2 X* VvV Y* nach Korollar (??) zusammenhingend
ist, obwohl X 4 Y nicht zusammenhingend ist.

Lemma 55.8. Fiir einen (nichtleeren) topologischen Raum X, eine Folge (x,)neny € X
und einen Punkt x € X ist x, — x genau dann, wenn die Abbildung f: N* — X, n —
Tp, 00 — x stetig ist, wobei N die diskrete Topologie trdgt.

Beweis. Sei U C X offen mit # ¢ U, dann ist f~'(U) C N stets offen, es kann sich daher
auf offene Umgebungen von z/Stetigkeit in oo beschrénkt werden. XXXX m

Fiir einen topologischen Raum X und eine stetige Abbildung f: X — R, fiir welche
die Fortsetzung f*: X* — R,z — f(z),00 — 0 stetig ist, verschwindet f bei oco. Das ist
dquivalent dazu, dass es fiir alle ¢ > 0 ein Kompaktum K C X mit f(X \ K) C B.(0)
gibt.

Definition 55.9 (Mehrpunkt-Kompaktifizierung). Fir einen topologischen Raum X und
einen kompakten topologischen Raum Y wird eine Abbildung:

it X Y, (55.5)
die ein Homdomorphismus zwischen X und i(X) ist und fir die |Y \ i(X)| = n, eine

n-Punkt-Kompaktifizierung genannt.

128


samueladrianantz.com

Kapitel 56

Stone—Cech-Kompaktifizierung

Satz 56.1 (Stoneféech—Kompaktiﬁzierung). cHaus ist eine reflektive Unterkategorie von
Top. Die kanonische Inklusion hat einen linksadjungierten Funktor (Reflektor), namlich
die Stone-Cech-Kompaktizifierung:

B
cHaus. |  Top

Beweis. XXXX N

Da cHaus eine volle und reflektive Unterkategorie der nach Lemma (XXXX) kovoll-
standigen Kategorie Top ist, folgt:

Korollar 56.2. cHaus st kovollstindig, enthdlt also alle kleinen Kolimiten.

Satz 56.3 (Stone—éech—Kompaktiﬁzierung). Fiir einen topologischen Raum X gibt es
nur einen kompakten Hausdorff-Raum X mit einer Einbettung 1x: X — X, sodass fiir
jeden anderen kompakten Hausdorff-Raum K und jede stetige Abbildung f € C(X, K)
eine eindeutige stetige Abbildung Bf: X — K mit f = Bf o1x existiert.

Definition 56.4 (vStoneféech—Kompaktiﬁzierung). Fiir einen topologischen Raum X ist
BX dessen Stone-Cech-Kompaktifizierung.

Die Stoneféech—Kompaktiﬁzierung eines topologischen Raumes X lésst sich explizit
angeben. Sei [0, 1] mit der vom Betrag induzierten Topologie ausgestattet und sei:

i: X —[0,1]°%0W 2 (ev,: f = f(2)) (56.1)

die Abbildung auf die Auswertungsabbildung. Da [0, 1] kompakt ist, ist [0, 1]¢X0:1) nach
dem Satz von Tychonoff (47.15)) ebenso kompakt, womit i(X) als Teilraum ein kompakter
Hausdorff-Raum ist.

Lemma 56.5. Fir einen kompakten Hausdorff-Raum X sind X und X homdomorph.
Beweis. XXXX ]

Definition 56.6 (Korona). Fir einen topologischen Raum X wird die Menge 5X \ X
seine Korona (oder Korona-Menge) genannt.
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Die Korona der natiirlichen Zahlen N mit der diskreten Topologie P(N) wird auch als:
N*:= N\ N (56.2)

bezeichnet, obwohl diese Notation mit ihrer Alexandroff-Kompaktifizierung verwechselt
werden konnte.

Lemma 56.7. 7 ist nicht erstabzihlbar (und nach Lemma (XXXX) nicht metrisierbar).

Beweis. XXXX O

56.1 Konstruktion tiber Ultrafilter

pX = {Ultrafilter auf X'} (56.3)
A={FepBX|AcF} (56.4)

Sei X ein topologischer Raum mit einer (nicht unbedingt stetigen) assoziativen Verkniip-
fung o: X x X — X. Fiir eine Teilmenge A C X sei:

rA:=x0A:={xroala € A} (56.5)

Ax .= Aox:={aoz|a € A}. (56.6)

Schnitte und Vereinigungen werden dabei beibehalten. Fiir Teilmengen A, B C X gilt
also ©(AN B) = zANaB bzw. (AN B)r = Az N Bz und (AU B) = 2A U 2B bzw.
(AU B)z = Az U Bz. Fiir ein Mengensystem F C P(X) sei:

xF :=xoF :={zA|A € F} (56.7)
Fr :=Foux:={Ax|A e F}. (56.8)

Lemma 56.8. Fliir einen Filter F auf X und ein Element x € X sind xF und Fx ebenso
Filter auf X.

Beweis. XXXX N

Lemma 56.9. Fir einen Ultrafilter F auf X, also F € X, und ein Element x € X sind
xF und Fx ebenso Ultrafilter auf X, also xF, Fx € BX.

Beweis. XXXX OJ

Lemma 56.10. Fir eine topologische Halbgruppe X mit stetiger assoziativer Verknipfung
o: X x X = X gibt es genau eine stetige assoziative Verknipfung o: X x fX — BX,
sodass X — BX ein Halbgruppenhomomorphismus ist.

Beweis. XXXX O
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Bohr-Kompaktifizierung

Satz 57.1 (Bohr-Kompaktifizierung). cHausGrp ist eine reflektive Unterkategorie von
TopGrp. Die kanonische Inklusion hat einen linksadjungierten Funktor (Reflektor), ndam-
lich die Bohr-Kompaktizifierung:

Bohr
cHausGrp. .  TopGrp

Beweis. XXXX O

Da cHausGrp eine volle und reflektive Unterkategorie der nach Lemma (XXXX)
kovollstandigen Kategorie TopGrp ist, folgt:

Korollar 57.2. cHausGrp ist kovollstindig, enthdlt also alle kleinen Kolimiten.

131



Teil VII

Topologische Kategorien

132



Kapitel 58

Kategorie der topologischen Raume

Definition 58.1 (Kategorie der topologischen Raume). Die Kategorie mit:
e der Klasse aller topologischen Rdume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

st die Kategorie der topologischen Raume, notiert als Top.

Die Erfiillung der Eigenschaften einer Kategorie folgt dabei aus Beispiel (27.2), wonach
Identitaten stetig sind, und Lemma ([27.3)), wonach Kompositionen von stetigen Abbildun-
gen stetig sind.

58.1 Kategorie der punktierten topologischen Riume

Definition 58.2 (Kategorie der punktierten topologischen Réume). Die Kategorie mit:
e der Klasse aller punktierten topologischen Raume als Objekte
o der Klasse aller punktierten stetigen Abbildungen als Morphismen

st die Kategorie der punktierten topologischen Rdume, notiert als Top,.

58.2 Kategorie der kompakten topologischen Riaume
Definition 58.3 (Kategorie der kompakten topologischen Riume). Die Kategorie mit:
e der Klasse aller kompakten topologischen Raume als Objekte
e der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

ist die Kategorie der kompakten topologischen Riume, notiert als Top/l]

!Ebenfalls iiblich ist cTop, doch diese Notation wird ebenfalls fiir die Kategorie der kosimplizialen
Objekte in Haus verwendet.
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Kapitel 59

Kategorie der Hausdorfi-Raume

Definition 59.1 (Kategorie der Hausdorff-Rdume). Die Kategorie mit:
e der Klasse aller Hausdorff-Rdaume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

st die Kategorie der Hausdorff-Raume, notiert als Haus.

59.1 Kategorie der kompakten Hausdorff-Raume

Definition 59.2 (Kategorie der kompakten Hausdorff-Rédume). Die Kategorie mit:
e der Klasse aller kompakten Hausdorff-Rdiume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

ist die Kategorie der kompakten Hausdorff-Riume, notiert als Haus[]

59.2 Kategorie der schwachen Hausdorff-Raume

Definition 59.3 (Kategorie der schwachen Hausdorff-Rdume). Die Kategorie mit:
e der Klasse aller schwachen Hausdorff-Raume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

st die Kategorie der schwachen Hausdorff-Raume, notiert als wHaus.

!Ebenfalls {iblich ist cHaus, doch diese Notation wird ebenfalls fiir die Kategorie der kosimplizialen
Objekte in Haus verwendet.
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Kapitel 60

Kategorie der kompakt generierten
topologischen Raume

Definition 60.1 (Kategorie der kompakt generierten topologischen Riume). Die Kate-
gorie mit:

e der Klasse aller kompakt generierten topologischen Rdume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

ist die Kategorie der kompakt generierten topologischen Riume, notiert als cgTop.

60.1 Kategorie der kompakt generierten Hausdorff-Riume

Definition 60.2 (Kategorie der kompakt generierten Hausdorff-Rdume). Die Kategorie
mit:

e der Klasse aller kompakt generierten Hausdorff-Rdaume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen
ist die Kategorie der kompakt generierten Hausdorff-Rdume, notiert als cgHaus.
Top ist nach Bemerkung (XXXX) nicht kartesisch abgeschlossen,
Lemma 60.3. cgHaus ist kartesisch abgeschlossen.
Beweis. XXXX 0

Lemma 60.4. cgHaus ist requldr.

Beweis. XXXX N
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60.2 Kategorie der kompakt generierten schwachen Hausdorft-
Raume

Definition 60.5 (Kategorie der kompakt generierten schwachen Hausdorff-Raume). Die
Kategorie mit:

e der Klasse aller kompakt generierten schwachen Hausdorff-Rdume als Objekte
o der Klasse aller stetigen Abbildungen als Morphismen

ist die Kategorie der kompakt generierten schwachen Hausdorff-Raume, notiert als cgwHaus.

Lemma 60.6. cgwHaus ist requldr.

Beweis. XXXX O
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Teil VIII

Fortgeschrittene Topologie
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Kapitel 61

Pseudokompaktheit und stark
zusammenhangende Raume

Definition 61.1 (Pseudokompaktheit). Ein topologischer Raum X, fir den jede stetige
Abbildung X — R (wobei R die kanonische Topologie trigt) beschrankt ist, wird pseudo-
kompakt genannt.

Definition 61.2 (Stark zusammenhéngender Raum). Ein topologischer Raum X, fir den
jede stetige Abbildung X — R (wobei R die kanonische Topologie trigt) konstant ist, wird
stark zusammenhéingend genannt.

Korollar 61.3. Stark zusammenhdngende Rdume sind pseudokompakt.

Lemma 61.4. Hyper- und ultrazusammenhdngende Riume sind stark zusammenhdngend.

Beweis. XXXX N
Lemma 61.5. Stark zusammenhdangende Riume sind zusammenhdngend.

Beweis. Ist ein topologischer Raum X nicht zusammenhédngend, dann gibt es nach Lemma
(XXXX) eine surjektive stetige Abbildung X — {0, 1} (wobei {0, 1} die diskrete Topologie
tragt)). Durch Nachkomposition mit der kanonischen Inklusion {0,1} < R gibt es eine
nichtkonstante stetige Abbildung X — R, womit X nicht stark zusammenhéngend ist. [J

Lemma 61.6. Zusammenhdingende Rdume, die kleiner sind als das Kontinuum, sind
stark zusammenhdngend.

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 62

H-abgeschlossene und KC-Raume

Kompakte Riume und Hausdorff-Rdume spielen aufgrund ihren weitreichend verwend-
baren Eigenschaften eine entscheidende Schliisselrolle in der Topologie. Etwa stellen sie
eine Verbindung zwischen abgeschlossenen und kompakten Teilmengen her: In kompak-
ten Raumen sind abgeschlossene Teilmengen nach Satz kompakt und in Hausdorff-
Réumen sind kompakte Teilmengen nach Lemma abgeschlossen.

62.1 H-abgeschlossene Raume

Definition 62.1 (H-abgeschlossen). Fin topologischer Raum, der in jedem hausdorff-
schen Oberraum abgeschlossen ist, wird H-abgeschlossen (oder Hausdorff-abgeschlossen )
genannt.

H-abgeschlossene Rdume wurden im Jahr 1924 von XXXX Alexandroff und XXXX
Urysohn eingefiihrt. H-Abgeschlossenheit ist nach Lemma ([72.11)) eine Verallgemeinerung
von Kompaktheit:

Korollar 62.2. Kompakte topologische Riume sind H-abgeschlossen.

Die Umkehrung gilt nicht unbedingt, jedoch unter Hinzunahme der weiteren Bedin-
gung der Regularitét, sieche Lemma (74.8]).

62.2 Katétovsche und Fominsche H-abgeschlossene Er-
weiterung

XXXX

62.3 KC-Raume

Definition 62.3 (KC-Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede kompakte Teilmenge
abgeschlossen ist, ist ein KC-Raum.

KC-Réume sind nach Lemma (72.11)) eine Verallgemeinerung von Hausdorff-Raumen:

Korollar 62.4. Hausdorff-Riume sind KC-Rdume.
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Kapitel 63

k-Raume

Definition 63.1 (k-Raum). Ein topologischer Raum X, fiir den eine Teilmenge A C X
genau dann abgeschlossen ist, wenn AN K C X fir alle kompakten Teilmengen K C X
abgeschlossen ist, ist ein k-Raum (auch Kelley-Raum oder kompakt generiert ).

Die Kategorie der k-Raume wird als cgTop (cg, eng. compactly generated) bezeichnet
und die Kategorie der k-Hausdorff-Raume wird als cgHaus bezeichnet.

Lemma 63.2. Lokalkompakte topologische Riume sind k-Rdaume.
Es gibt daher kanonische Inklusionen lcTop — cgTop und lcHaus — cgHaus.
Beweis. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum. XXXX O
Nach Korollar sind kompakte Ridume insbesondere lokalkompakt, womit:
Korollar 63.3. Kompakte topologische Rdume sind k-Rdume.
Es gibt daher kanonische Inklusionen cTop — cgTop und cHaus — cgHaus.
Lemma 63.4. Erstabzihlbare Hausdorff-Riume sind k-Rdume.
Beweis. Sei X ein erstabzdhlbarer Hausdorfl-Raum. XXXX [

Lemma 63.5. Das Produkt eines k-Raumes mit einem lokalkompakten Hausdorff-Raum
st ein k-Raum.

Beweis. XXXX N

Lemma 63.6. Ein topologischer Raum st genau dann ein k-Raum, wenn er ein Quoti-
entenraum eines lokalkompakten Hausdorff-Raumes ist.

Beweis. XXXX O

Lemma 63.7. Fine eigentliche Abbildung von einem k-Hausdorff-Raum in einen k-Hausdorff-
Raum ist stetig.

Beweis. (Siehe [8], Lemma 2.3.14. auf Seite 115.) Sei f: X — Y eine eigentliche Abbildung
zwischen k-Hausdorff-Raumen X und Y. Sei A C Y abgeschlossen, dann ist AN K CY
abgeschlossen fiir alle kompakten Teilmengen K C Y. XXXX O]
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63.1 k-Funktor (Kelleyfizierung)

Lemma 63.8. cgTop ist eine koreflektive Unterkategorie von Top. Die kanonische In-
klusion hat einen rechtsadjungierten Funktor (Koreflektor), ndmlich den k-Funktor (Kel-

leyfizierung):

cgTop, L "Top
k

Beweis. XXXX N
Das Produkt von k-Rédumen X und Y ist im Allgemeinen kein k-Raum, daher sei:
X xp Y i =k(X xY). (63.1)

Lemma 63.9. Fir einen topologischen Raum X ist K C X genau dann kompakt, wenn
K C k(X) kompakt ist.

Beweis. XXXX OJ

Lemma 63.10. Fiir einen topologischen Raum X ist die von der Koeinheit der Adjunktion
in Lemma induzierte stetige Abbildung k(X) — X eine schwache Homotopiedqui-
valenz.

Beweis. XXXX O

Lemma 63.11. Fir k-Riume X und Y st die Abbildung:
E(Ceo (X, Y)) xpe X = Y, (f,2) — f(2) (63.2)

stetig.
Beweis. XXXX N

63.2 Modellstruktur auf cgTop

Lemma 63.12. Die Quillen-Modellstruktur auf Top schrinkt sich durch cgTop — Top
zu einer Quillen-Modellstruktur auf cgTop ein. Es ergibt sich aus Lemma eine
Quillendquivalenz:

chopQu ~Qu TopQu
k

Beweis. XXXX N

Topg, ist nicht kartesisch abgeschlossen und daher keine monoidale Modellkategorie,
jedoch gilt:

Lemma 63.13. cgTop, ist eine symmetrische monoidale Modellkategorie.

Beweis. XXXX O
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Kapitel 64

Schwache Hausdorff-Raume

Definition 64.1 (Schwacher Hausdorff-Raum). FEin topologischer Raum X, fir den fir
jeden kompakten Hausdorff-Raum K wund jede stetige Abbildung f: K — X das Bild
f(K) C X abgeschlossen ist, ist ein schwacher Hausdorff-Raum.

Nach Lemma (47.3) ist f(K) stets kompakt. Nach Lemma (72.11)) ist f(K) daher
abgeschlossen, wenn X ein Hausdorff-Raum ist, weshalb:

Korollar 64.2. Hausdorff-Riume sind schwache Hausdorff-Rdume.

Die Kategorie der schwachen Hausdorff-Raume wird als wHaus (w, eng. weak) be-
zeichnet und die Kategorie der schwachen k-Hausdorff-Raume wird als cgwHaus bezeich-
net. Nach Korollar (64.2)) gibt es eine kanonische Inklusion Haus — wHaus, die sich zu
einer kanonischen Inklusion cgHaus — cgwHaus einschrankt.

Lemma 64.3. cgHaus und cgwHaus sind requldre Kategorien.
Beweis. XXXX N

64.1 h-Funktor

Lemma 64.4. cgwHaus ist eine reflektive Unterkategorie von cgHaus. Die kanonische
Inklusion hat einen linksadjungierten Funktor (Reflektor), namlich den h-Funktor:

h
cgwHaus, |  cgHaus

Beweis. XXXX N

64.2 Modellstruktur auf cgwHaus

Lemma 64.5. Die Quillen-Modellstruktur auf cgTop nach Lemma schrdnkt sich
durch cgwHaus — cgTop zu einer Quillen-Modellstruktur auf cgwHaus ein. Es ergibt

sich aus Lemma eine Quillendquivalenz:

h
cgwHaus(,~au, cgTopg,

Beweis. XXXX N

142



Kapitel 65

A-generierte Raume

65.1 d-Funktor

Lemma 65.1. DTop ist eine korefiektive Unterkategorie von Top. Die kanonische In-
klusion hat einen rechtsadjungierten Funktor (Koreflektor), namlich den d-Funktor:

DTop, L "Top
d

Bewers. XXXX O

65.2 Modellstruktur auf DTop

Lemma 65.2. Die Quillen-Modellstruktur auf Top schrinkt sich durch DTop — Top
zu ewner Quillen-Modellstruktur auf DTop ein. Es ergibt sich aus Lemma eine
Quillendquivalenz:

DTOpQu =Qu TOpQu
d

Beweis. XXXX OJ
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Diffeologische Raume

Definition 66.1 (Diffeologischer Raum). XXXX

Lemma 66.2. DTop ist eine reflektive Unterkategorie von Difflog. Die kanonische In-
klusion hat einen linksadjungierten Funktor:

d
DTop, 1L . Difflog

Beweis. XXXX N

|—laie
Difflog ™~ 1  sSet

Sing ;g

66.1 Diffeologische Topologie (D-Topologie)

XXXX

66.2 Modellstruktur auf Difflog

Da Difflog keine Unterkategorie einer topologischen Kategorie mit Modellstruktur ist,
kann keine durch Einschrankung iibertragen werden. XXXX

Lemma 66.3. Es ergibt sich eine Quillendquivalenz:

d
DTop ~q., Difflog

Beweis. XXXX N

d
Top ~a’DTop, ~a: Difflog
—
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Kapitel 67

Glatte Abbildungen und
Diffeomorphismen

Lemma 67.1. Fir diffeologische Riume X, Y und Z ist die Abbildung:
Co(X,Y) x CF(Y, Z) = C%(X, 2),(f,9) = go f
Beweis. XXXX
Lemma 67.2. Fir diffeologische Riume X, Y udn Z ist die Abbildung:
CU(X XY, Z) = C®X,C®Y,2)), f = (x— (y — f(z,y))
ein Diffeomorphismus.

Beweis. XXXX
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Kapitel 68

Induzierte und koinduzierte Diffeologie

Ahnlich wie induzierte und koinduzierte Topologien entlang von Abbildungen, wodurch
diese per Definition stetig werden, lassen sich ebenfalls induzierte und koinduzierte Dif-
feologien entlang von Abbildungen betrachten, wodurch diese per Definition glatt werden.

68.1 Induzierte Diffeologie

Definition 68.1 (Induzierte Diffeologie). Fir eine Menge X, einen diffeologischen Raum
(Y, Dy ) und eine Abbildung f: X —'Y ist:

eine Diffeologie auf X, die induzierte Diffeologie genannt wird.

Lemma 68.2. Die D-Topologie der induzierten Diffeologie ist die induzierte Topologie
der D-Topologie. Sei X eine Menge, (Y,Dy) ein diffeologischer Raum und f: X — Y
eine Abbildung, dann gilt:

d(f«Dy) = f.d(Dy). (68.2)

Beweis. XXXX OJ

68.2 Kodinduzierte Diffeologie

Definition 68.3 (Kodinuzierte Diffeologie). Fir einen topologischen Raum (X, Dx), eine
Menge Y und eine Abbildung f: X — Y ist:

[*Dx :=={foplp € Dx} (68.3)
eine Diffeologie auf Y, die koinduzierte Diffeologie genannt wird.

Lemma 68.4. Die D-Topologie der koinduzierten Diffeologie ist die koinduzierte Topolo-
gie der D-Topologie. Sei (X, Dx), ein diffeologischer Raum, Y eine Menge und f: X —Y
eine Abbildung, dann gilt:

d(fDy) = fd(Dx). (68.4)

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 69

Induktionen und Subduktionen

Ahnlich wie Immersionen und Submersionen fiir glatte Abbildungen zwischen glatte Man-
nigfaltigkeiten gibt es fiir glatte Abbildungen zwischen diffeologischen Raumen ebenfalls
Moglichkeiten zur Messung von lokaler Injektivitdt und lokaler Surjektivitét:

Definition 69.1. Eine glatte Abbildung f: X — Y zwischen diffeologischen Rdiumen X
und Y wird

e Induktion genannt, wenn die Diffeologie auf X die durch f zurickgezogene Diffeo-
logie von Y 1st.

e Subduktion genannt, wenn die Diffeologie aufY die durch f vorgeschobene Diffeo-
logie von X ist.

Lemma 69.2. Fir glatte Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z zwischen diffeologischen
Riumen X, Y und Z ist go f genau dann eine Induktion, wenn g eine Induktion ist.

Beweis. XXXX N

Lemma 69.3. Fiir glatte Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z zwischen diffeologischen
Riumen X, Y und Z ist go f genau dann eine Subduktion, wenn [ eine Subduktion ist.

Beweis. XXXX O

Lemma 69.4. Fir eine glatte Abbildung f: X — Y zwischen diffeologischen Riumen X
und Y ist dquivalent:

o f ist eine injektive Subduktion.
o f ist eine surjektive Induktion.
e f ist ein Diffeomorphismus.
Beweis. XXXX N

Lemma 69.5. Sei p: X — Y eine Subduktion diffeologischer Rdume X und Y. Eine
Abbildung f: X =Y mit einem weiteren diffeologischen Raum X st genau dann

e glatt, wenn f op glatt ist.

o cine Subduktion, wenn f op eine Subduktion ist.

Beweis. XXXX O
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Trennungsaxiome
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Kapitel 70

Kolmogoroff-Raume (Tp-Raume)

Definition 70.1 (Trennungsaxiom 7).

Definition 70.2 (Kolmogoroff-Raum). Ein topologischer Raum, der das Trennungsaziom
Ty erfillt, wird Kolmogoroff-Raum genannt.

Lemma 70.3. Ein uniformer Raum induziert genau dann einen Kolmogoroff-Raum, wenn
der Schnitt aller Nachbarschaften die Diagonale ist.

Beweis. XXXX O

70.1 Kolmogoroff-Quotient

Mithilfe von Aquivalenzrelationen kiénnen Punkte eines topologischen Raumes mitein-
ander identifiziert werden und durch die Quotiententopologie zu einem Punkt vereinigt
werden. Wird die Aquivalenzrelation der XXXX aus der die Definition der Kolmogoroff-
Eigenschaft dafiir verwendet, ergibt sich eine kanonische Moglichkeit zur Erzeugung eines
Kolmogoroff-Raumes aus einem beliebigen topologischen Raum.

Definition 70.4 (Kolmogoroff-Quotient). Fir einen topologischen Raum X ist der Quo-
tientenraum unter der Aquivalenzrelation der Nichtunterscheidbarkeit:

KQ(X) := X/ ~ (70.1)
sein Kolmogoroff-Quotient.
Es gibt dabei eine kanonische Quotientenabbildung ¢x: X — KQ(X), z — [z].
Korollar 70.5. Fir einen Kolmogoroff-Raum X sind KQ(X) und X homdomorph.

Lemma 70.6. Fir topologische Riume X undY induziert eine stetige Abbildung f: X —
Y eine stetige Abbildung:

KQ(f): KQ(X) = KQ(Y), [z] = [f(x)] (70.2)
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Beweis. Seien x,z" € X mit XXXX. XXXX. Mit der induzierten Abbildung KQ(f) kom-
mutiert das Diagramm:

X———Y

qx

f
KQ(X) %G KQ(Y)

Da f (nach Voraussetzung) und ¢y (nach Definition (XXXX) der Quotiententopologie)
stetig sind, ist auch KQ(f)oqx = gy o f nach Lemma (27.3)) stetig. Nach der universellen
Eigenschaft der Quotiententopologie nach XXXX ist daher KQ(f) stetig. O

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar KQidx = idkq(x) und fiir topologische
Riume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z gilt offenbar

KQ(g o f) = KQ(g) o KQ(f).
Korollar 70.7. Der Kolmogoroff-Quotient:

KQ: Top — Top,, X — KQ(X), f — KQ(f) (70.3)
st ein kovarianter Funktor.

Lemma 70.8. Top, ist eine reflektive Unterkategorie von Top. Die kanonische Inklusion
hat einen linksadjungierten Funktor (Reflektor), namlich den Kolmogoroff-Quotient:

KQ
Topy. L  Top

Beweis. XXXX OJ
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Kapitel 71

Fréchet-Topologie (T{-Raume)

Definition 71.1 (Trennungsaxiom 7). Ein topologischer Raum X, fir den je zwei ver-
schiedene Punkte jeweils Umgebungen besitzen, in welcher der andere nicht liegt:

vV 4 4. (71.1)

z,x'eX UeOx U'eOx '
erfillt das T)-Trennungsaxiom

Definition 71.2 (Fréchet-Topologie). Ein topologischer Raum, der das Trennungsaziom
T erfillt, ist ein T1-Raum oder hat eine Fréchet-Topologie.

Lemma 71.3. Fir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

I.) X hat Fréchet-Topologie (T\-Raum,).

II.) X ist ein symmetrischer Kolmogoroff-Raum (Ro- und Ty-Raum,).
III.) Finpunkte Teilmengen von X sind abgeschlossen.

IV.) Endliche Teilmengen von X sind abgeschlossen.

Beweis. IV.)=1IL.): Trivial. XXXX O

Beispiel 71.4. Der Sierpiriski-Raum hat Fréchet-Topologie (T} ), ist aber kein Kolmogoroff-
Raum (Tj).

Lemma 71.5. Existiert fiir topologische Riume X undY , wobei X eine Fréchet-Topologie
hat, eine bijektive und abgeschlossene Abbildung f: X — Y, dann hat Y eine Fréchet-
Topologie.

Beweis. XXXX O]
Aus diesem Lemma folgt direkt:

Korollar 71.6. Fréchet-Topologien bleiben unter Homdéomorphismen erhalten.
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Hausdorff-Raume (To-Raume)

Hausdorff-Réume gehéren zu den wichtigsten Radumen der Topologie, da dies die topolo-
gischen Rdume sind, die von metrischen Rdumen induziert werden.

Definition 72.1 (Trennungsaxiom 7T3). XXXX
Das Trennungsaxiom T wird auch Hausdorff-Eigenschaft genannt.

Definition 72.2 (Hausdorff-Raum). Ein topologischer Raum, der das Trennungsaziom
T, erfillt, wird Hausdorff-Raum genannt.

In einem Hausdorff-Raum gibt es also fiir jeweils zwei Punkte stets disjunkte Umge-
bungen. Fiir einen metrischen Raum (M, d) und zwei Punkte z,y € M sind B y)/2(x)
und By, y)/2(y) offenbar disjunkte Umgebungen, woraus folgt:

Korollar 72.3. Jeder metrische Raum ist hausdorffsch.

Lemma 72.4 (Diagonalkriterium). Ein topologischer Raum X ist genau dann haus-
dorffsch, wenn die Diagonale:

Ax ={(z,z)Jre X} C X x X (72.1)
abgeschlossen ist.
Beweis. XXXX N

Da Diagonalkriterium fiir Hausdorff-Rdume ermoglicht eine elegantere Formulierung
vieler Beweise von Lemmata iiber Hausdorff-Rdume.

Lemma 72.5. Fiir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Riumen X
und Y mit letzterem hausdorffsch ist ihr Graph:

abgeschlossen.

Beweis. Nach Lemma (27.5)) ist f xidy: X XY — Y x Y stetig. Nach Lemma ([72.4)) ist
Ay C Y x Y abgeschlossen, womit

Lemma 72.6. Fir stetige Abbildungen f,g: X — Y zwischen topologischen Rdumen X
und Y mit letzterem hausdorffsch ist ihr Differenzkern:

ker(f,g) = {x € X|f(z) = g(2)} € X (72.3)

abgeschlossen.
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Beweis. Nach Lemma (XXXX) ist die Abbildung (f,g): X — Y x Y stetig und nach
Lemma sind die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Nach Lemma
(72.4) ist Ay C Y x Y abgeschlossen, womit {z € X|f(z) = g(z)} = (f,9) ' (Ay) C X
abgeschlossen ist. O]

Korollar 72.7. Fiir einen Hausdorff-Raum X und eine stetige Abbildung f: X — X st
Fix(f) C X abgeschlossen.

Lemma 72.8. Unterrdume von Hausdorff-Rdumen sind hausdorffsch.

Beweis. Sei (Y, Oy) ein Hausdorff-Raum und X C Y eine Teilmenge. Seien x,z’ € X,
dann gibt es U, U’ € Oy mit z € U, 2’ € U und UNU’' = (. Nun sind UNY,U'NY € Ox
geeignete Umgebungen. O

Lemma 72.9. Beliebige Produkte von Hausdorff-Rdaumen sind hausdorffsch.

Beweis. Sei (X;)ics eine Familie an Hausdorff-Raumen und seien z, 2" € [[,.,, dann sind
Vi € I: pr;(x),pr;(z') € X;. Da X; hausdorffsch ist, gibt es disjunkte und offene Umge-
bungen U;,U; C X mit z € U; und 2’ € U]. XXXX O

Lemma 72.10. Beliebige Koprodukte von Hausdorff-Raumen sind hausdorffsch.

Beweis. Sei (X;)ier eine Familie an Hausdorff-Réumen und seien z,2" € [],.; X;, dann
gibt es 4,7 € I mit x € X; und 2’ € X, XXXX O

Lemma 72.11. Kompakte Teilmengen von Hausdorff-Rdumen sind abgeschlossen.

Beweis. Sei X ein Hausdorfl-Raum und K C X eine kompakte Teilmenge. Sei 2 € K°
beliebig. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung (U;);e;r von K und da
X hausdorffsch ist, existieren offene Umgebungen (V;);e; von x mit Vi € I: U; NV; = (.
Nun ist (,.; Vi eine offene Umgebung von x mit:

Kmﬂ&@:(UUi>mﬂxg:U<Uimﬂxg)gUUmm:(b (72.4)
J€el el j€el i€l J€el el
O

Ein dhnliches Lemma gilt nicht fiir Folgenkompaktheit. Folgenkompakte Teilmengen
von Hausdorff-Raumen miissen nicht unbedingt abgeschlossen sein.

Beispiel 72.12. XXXX st ein Hausdorff-Raum und XXXX eine folgenkompakte Teil-
menge, die weder offen noch abgeschlossen ist.

Lemma 72.13. Fir eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen X und
Y gilt:

L) Ist f injektiv und stetig sowie Y hausdorffsch, dann ist X hausdorffsch.

II.) Ist f bijektiv und offen sowie X hausdorffsch, dann ist' Y hausdorffsch.
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Beweis. 1.): Seien x # 2’ € X, dann sind f(x) # f(2/) € Y, da f injektiv ist. Es gibt
disjunkte offene Mengen V, V' C Y mit f(z) € V und f(2') € V', da Y hausdorffsch
ist. Nun sind f~%(V), f~%(V’) € X disjunkt, da Urbilder mit Schnitten vertauschen, und
offen, da f stetig ist, mit € f~1(V) und 2’ € f~1(V").

I1.): Seien y # 3 € Y, dann gibt es x # 2’ € X mit y = f(x) und ¢ = f(2’), da f bijektiv
ist. Es gibt disjunkte offene Mengen U, U’ C X mit x € U und x € U’, da X hausdorffsch
ist. Nun sind f(U), f(U’') C Y disjunkt, da f injektiv ist, und offen, da f offen ist, mit
y=[f(z) € f(U) und y = f(z') = f(U'). O

Beispiel 72.14. Die umgekehrten Schlisse in Lemma (XXXX) stimmen selbst fiir bijek-
tive Abbildungen nicht. Sei X eine mindestens zweielementige Menge, dann gilt:

L) idx: (X, {0,X}) = (X, P(X)) ist bijektiv und stetig mit hausdorffschem Quellraum,
aber nicht hausdorffschem Bildraum.

IL) idx: (X, {0, X}) = (X, P(X)) ist bijektiv und offen mit hausdorffschem Bildraum,
aber nicht hausdorffschem Quellraum.
Lemma 72.15. Ezistiert fiir topologische Riume X und Y mit Y hausdorffsch eine in-
jektive und stetige Abbildung f: X — Y, dann ist X hausdorffsch.

Beweis. Seien x,2’ € X mit x # 2/, dann ist f(x) # f(2') und es gibt V, V' € Oy mit
flz) eV, f(z') € V 'und VNV’ = . Dann ist f~1(V), f~Y(V') € Ox mit x € f~1(V),
z e fTHV) und fTHV) N fFHV) = VNV = f7H0) = 0. O

Beweis. Ay C Y x Y ist nach Lemma (72.4) abgeschlossen. f x f: X x X — Y x
Y ist nach Lemma (27.5)) stetig und nach Lemma (XXXX) ist Ax = (f x f)"'(Ay)
abgeschlossen. O]

Aus diesem Lemma folgt direkt:
Korollar 72.16. Hausdorff-Rdiume bleiben unter Homdomorphismen erhalten.

Beispiel 72.17. Die kofinite Topologie auf einer unendlichen Menge ist hausdorffsch
(Tz), aber keine Fréchet-Topologie (T ).

Lemma 72.18. Die Ordnungstopologie auf einer total geordnete Menge ist hausdorffsch.

Nach Lemma ((75.4) ist sie auch normal.
Beweis. []

72.1 Satz von Tamano

Satz 72.19 (Satz von Tamano). Fir einen Hausdorff-Raum X sind dquivalent:
I.) X ist parakompakt
II.) X x X ist normal

III.) Fiir einen beliebigen kompakten Hausdorff-Raum K ist X x K normal
Beweis. XXXX [
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72.2 Irreduzible Raume

Definition 72.20 (Irreduzibler Raum). Ein topologischer Raum, der sich nicht

Definition 72.21 (Generischer Punkte). Ein Punkt x € X mit {x} = X wird generisch
genannt.

Definition 72.22 (Niichterner Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede irreduzible
Teilmenge einen nichternen Punkt enthdlt, wird niichtern genannt.

72.3 Krulldimension

Definition 72.23 (Krulldimension). Fir einen topologischen Raum X ist das Supremum
aller n, fir die Reihen Xo € ... € X,, € X von wrreduziblen Teilmengen existieren, seine
Krulldimension, notiert als dim(X).

Fiir eine abgeschlossene und irreduzible Teilmenge Y C X ist das Supremum aller n,
fiir die Reihen Y = Xy € ... € X,, C X von irreduziblen Teilmengen existieren, seine
Kodimension, notiert als codimy (Y).

72.4 Hausdorffifizierung

Mithilfe von Aquivalenzrelationen kinnen Punkte eines topologischen Raumes mitein-
ander identifiziert werden und durch die Quotiententopologie zu einem Punkt vereinigt
werden. Wird die Aquivalenzrelation der XXXX aus der die Definition der Hausdorff-
Eigenschaft dafiir verwendet, ergibt sich eine kanonische Moglichkeit zur Erzeugung eines
Hausdorff-Raumes aus einem beliebigen topologischen Raum.

Definition 72.24 (Haq:sdorff—Quotient). Fiir einen topologischen Raum X st der Quo-
tientenraum unter der Aquivalenzrelation der XXXX:

HQ(X) = X/ ~ (72.5)
sein Hausdorff-Quotient.
Es gibt dabei eine kanonische Quotientenabbildung ¢x: X — HQ(X), z — [z].
Korollar 72.25. Fir einen Hausdorff-Raum X sind HQ(X) und X homdomorph.

Lemma 72.26. Fir topologische Riume X undY induziert eine stetige Abbildung f: X —
Y eine stetige Abbildung:

HQ(f): HQ(X) = HQ(Y), [z] = [f(2)] (72.6)

Beweis. Seien x,2’ € X mit XXXX. XXXX. Mit der induzierten Abbildung HQ(f) kom-
mutiert das Diagramm:

x—71 .y
4
HQ(

HQ(X Y)
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Da f (nach Voraussetzung) und gy (nach Definition (XXXX) der Quotiententopologie)
stetig sind, ist auch HQ(f) o ¢x = gy o f nach Lemma (27.3)) stetig. Nach der universellen
Eigenschaft der Quotiententopologie nach XXXX ist daher HQ(f) stetig. m

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar HQ idx = iduq(x) und fiir topologische
Raume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — Z gilt offenbar

HQ(g o f) = HQ(g) o HQ(f).
Korollar 72.27. Der Hausdorff-Quotient:

HQ: Top — Top,, X — HQ(X), f — HQ(/f) (72.7)

1st ein kovarianter Funktor.

Satz 72.28 (Hausdorffifizierung). Haus ist eine reflektive Unterkategorie von Top. Die
kanonische Inklusion hat einen linksadjungierten Funktor (Reflektor), namlich die Haus-
dorffifizifierung:
HQ
Haus L . Top

Beweis. XXXX OJ

Da Haus eine volle und reflektive Unterkategorie der nach Lemma (XXXX) kovoll-
standigen Kategorie Top ist, folgt:

Korollar 72.29. Haus st kovollstindig, enthdlt also alle kleinen Kolimiten.

72.5 Lokale Hausdorff-Raume

Definition 72.30 (Lokaler Hausdorff-Raum). FEin topologischer Raum, fir den jeder
Punkt eine Umgebung hat, welche mit der Teilraumtopologie ein Hausdorff-Raum ist, wird
lokaler Hausdorft-Raum genannt.

Da Unterrdume von Hausdorfl-Rdumen nach Lemma (72.8) hausdorffsch sind, folgt
direkt:

Korollar 72.31. Hausdorff-Rdume sind lokal hausdorffsch.

Beispiel 72.32. Die Linie mit zwei Urspriingen ist lokal hausdorffsch, aber nicht haus-
dorffsch.
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Kapitel 73

Kontinua

Definition 73.1 (Kontinuum). Ein zweitabzihlbarer zusammenhdngender kompakter Hausdor(f-
Raum wird Kontinuum genannt.

73.1 Satz von Hahn—Mazurkiewicz

Satz 73.2 (Satz von Hahn-Mazurkiewicz). Ein Kontinuum ist genau dann Quotienten-
raum des Finheitsintervalls, wenn es lokal zusammenhdngend ist.

Beweis. XXXX OJ
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Regulare Raume

Definition 74.1 (Regulidrer Raum). XXXX

Lemma 74.2. Unterrdume von reguliren Rdumen sind requldr.

Beweis. XXXX N
Lemma 74.3. Beliebige Produkte von requldiren Rdumen sind requldr.

Beweis. XXXX O
Lemma 74.4. Jeder requlire Raum ist symmetrisch.

Beweis. Seien X ein regulérer topologischer Raum und x,y € X zwei topologisch unter-
scheidbare Punkte. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei U > x eine offene Teilmenge
mit y ¢ U, womit X \ U > y eine abgeschlosse Teilmenge mit x ¢ X \ U ist. Da X reguldr
ist, gibt es Umgebungen V' 3 z und W 2 X \ U 3 y, womit x und y getrennt sind, womit
X symmetrisch ist. O

Die Umkehrung von Lemma ([74.4) gilt nicht unbedingt, jedoch unter Hinzunahme
einer weiteren Bedingung:

Lemma 74.5. Jeder symmetrische normale Raum ist requldr.

Beweis. Seien X ein kompakter Hausdorff-Raum, A C X abgeschlossen und x € X \ A.
Nach Satz (47.2)) ist A kompakt. Da X hausdorffsch ist, gibt es fiir jeden Punkt a € A
disjunkte Umgebungen a € U, , und = € U,, wodurch (U, ,).ca eine offene Uberdeckung
von A ist. Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung (Us.q)acarca. O

Lemma 74.6. Parakompakte Hausdorff-Riume sind requldr.

Beweis. Seien X ein parakompakter Hausdorff-Raum, A C X abgeschlossen und x €
X \ A. Nach Lemma ist A parakompakt. Da X hausdorffsch ist, gibt es fiir jeden
Punkt a € A disjunkte Umgebungen a € U, , und = € U,, wodurch (U, ,)aca eine offene
Uberdeckung von A ist. Da A parakompakt ist, XXXX n

Lemma 74.7. Lokalkompakte Hausdorff-Riume sind requldr.
Es gilt nach Lemma (86.2)) sogar, dass sie vollstandig regulér sind.
Beweis. XXXX O
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Beweis. Seien X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, A C X abgeschlossen und x €
X \ A. Nach Lemma (54.3)) ist A lokalkompakt. XXXX O

Die Riickrichtung von Korollar (62.2)), dass kompakte Rédume H-abgeschlossen sind,
gilt mit der zusétzlichen Bedingung der Regularitit:

Lemma 74.8. Ein H-abgeschlossener requlirer Raum ist kompakt.
Beweis. XXXX O]
Lemma 74.9. Zweitabzdhlbare reguldre Raume sind parakompakt.

Vergleiche mit Lemma (54.12)), nach dem zweitabzéhlbare lokalkompakte Rdume stets
o-kompakt sind.

Beweis. XXXX O

74.1 Lokal reguliare Raume

Definition 74.10 (Lokal reguldrer Raum). Fin topologischer Raum, fiir den jeder Punkt
eine Umgebung hat, welche mit der Teilraumtopologie reqular ist, wird lokal regulér ge-
nannt.

Da Unterrdume von reguliren Riumen nach Lemma (74.2)) reguldr sind, folgt direkt:
Korollar 74.11. Reguldre Riume sind lokal requldr.
XXXX

Korollar 74.12. Lokal reguldire T} -Rdume sind lokal hausdorffsch.
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Kapitel 75

Normale Raume (T4-Raume)

Definition 75.1 (Trennungsaxiom 7). XXXX

Definition 75.2 (Normaler Raum). Ein topologischer Raum, der das Trennungsaxiom
Ty erfillt, wird normal genannt.

Beispiel 75.3. R st mit der von der Betragsnorm induzierten Topologie normal.
Lemma 75.4. Die Ordnungstopologie auf einer total geordnete Menge ist normal.

Nach Lemma ist sie auch hausdorffsch.
Beweis. XXXX O

Definition 75.5 (Binormaler Raum). Ein normaler und abzihlbar parakompakter topo-
logischer Raum wird binormal genannt.

Lemma 75.6. In einem zweitabzihlbaren normalen Raum ist eine Teilmenge genau dann
offen, wenn sie eine Fy-Menge ist.

Beweis. XXXX N

Lemma 75.7. In einem zweitabzihlbaren normalen Raum ist eine Teilmenge genau dann
abgeschlossen, wenn sie die Nullstellenmenge einer stetigen Abbildung in die reelen Zahlen
1St.

Beweis. XXXX OJ

75.1 Lemma von Urysohn

Lemma 75.8 (Lemma von Urysohn). Fir einen normalen topologischen Raum X und
disjunkte abgeschlossene Teilmengen A, B C X gibt es eine stetige Abbildung f: X — R

mit f(A) = {0} A f(B) = {1}.
Beweis. XXXX O
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75.2 Fortsetzungssatz von Tietze

Satz 75.9 (Fortsetzungssatz von Tietze). Ein topologischer Raum X ist genau dann
normal, wenn sich jede stetige Abbildung f: A — R auf jeder abgeschlossene Teilmenge
A C X fortsetzen ldsst, also eine stetige Abbildung f: X — R mit F|4 = [ existiert.

Der Fortsetzungssatz von Tietze wird auch Satz von Tietze—Urysohn genannt.
Beweis. XXXX N

Lemma 75.10. Fir eine surjektive und abgeschlossene Abbildung f: X — Y zwischen
topologischen Raumen X und Y mit X normal ist Y normal.

Beweis. Sei B C 'Y abgeschlossen, dann ist f~!(B) C X nach Lemma abgeschlos-
sen, da f stetig ist. Sei g: B — R stetig, dann ist h = g o f|p-1(p): [71(B) — R stetig.
Nach dem Fortsetzungssatz (75.9)) von Tietze existiert eine stetige Fortsetzung H: X — R
mit H|;-1p) = h, da X normal ist. O

75.3 Interpolationssatz von Katétov

Satz 75.11 (Interpolationssatz von Katétov). XXXX

Beweis. XXXX OJ

75.4 Dieudonné-Theorem

Satz 75.12. Kompakte Hausdorff-Rdiume sind normal.

Beweis. Seien X ein kompakter Hausdorff-Raum und A, B C X disjunkt und abgeschlos-
sen, also nach Satz kompakt. Da X hausdorffsch ist, gibt es fiir jedes a € A und
b € B offene und disjunkte Umgebungen U, ;, € U(a) und V,;, € U(b), womit (U, p)eca €ine
offene Uberdeckung von A und (V,;)rep eine offene Uberdeckung von A ist. XXXX O

Satz (75.12)) kann abgeschwicht werden zu:
Theorem 75.13 (Dieudonné-Theorem). Parakompakte Hausdorff-Riume sind normal.

Beweis. Seien X ein parakompakter Hausdorff-Raum und A, B C X abgeschlossen und
disjunkt. Nach Lemma ([74.6) ist X reguldr. Nach Lemma (51.5) sind A und B parakom-
pakt. XXXX O

Beispiel 75.14. Die lange Gerade ist normal, aber nicht parakompakt.

75.5 Lokal normale Raume

Definition 75.15 (Lokal normaler Raum). Fin topologischer Raum, fiir den jeder Punkt
eine Umgebung hat, welche mit der Teilraumtopologie normal ist, wird lokal normal ge-
nanni.

Da Unterrdume von normalen Rdumen nach Lemma (?7) normal sind, folgt direkt:
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Korollar 75.16. Normale Rdiume sind lokal normal.
XXXX

Korollar 75.17. Lokal normale T\ -Rdume sind lokal requldr.
XXXX

Korollar 75.18. Lokal normale T -Rdume sind lokal hausdorffsch.
XXXX

Lemma 75.19. Lokalkompakte Hausdorff-Riume sind lokal normal.

Beweis. XXXX 0

Korollar (26.3)

mit Th
Korollar (26.2]) Korollar (26.1))

normal . reguldr - hausdorffsch
” mit T1 ” mit T1 ”
Korollah%.lﬁ Korollar (74.11)) Korollai}?Z.Sl
U
Korollar (75.17] . Korollar (74.12
lokal normal — lokal regulér — lokal hausdorffsch
mit T mit T}

Korollar (75.18))
mit Tq
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Lebesguesche Uberdeckungsdimension

Lemma 76.1. Ist X normal, dann ist dim(X) = dim(X).

Dieses Lemma stammt von J. R. Isbell. Vergleiche mit Lemma (76.1) fiir eine analoge
Aussage mit der grofen induktiven Dimension.

Beweis. XXXX N

Lemma 76.2. Fir metrisierbare topologische Riume X, Y oder X parakompakt und Y
kompakt ist:
dim(X xY) < dim(X) + dim(Y) (76.1)

Vergleiche mit den Lemma (77.2) und (77.6)) fir analoge Aussagen mit der kleinen und
grofen induktiven Dimension.

Beweis. XXXX N

Satz 76.3 (Teilmengensatz der Uberdeckungsdimension). Fiir einen normalen Raum X
und einen Teilraum Y C X 1ist:

dim(Y) < dim(X). (76.2)

Vergleiche mit Satz (77.8)) fiir eine analoge Aussage mit der grofen induktiven Dimen-
sion.

Beweis. XXXX O

Satz 76.4 (Einbettungssatz von Menger-No6bling). Jeder n-dimensionale kompakte me-
trisierbare Raum ldsst sich homdéomorph in den R?"! einbetten.

Beweis. O

Satz 76.5 (Hurewicz-Formel). Fir X normal, Y metrisierbar und f: X — Y stetig,
abgeschlossen und surjektiv, dann ist:

dim(X) < dim(Y) + sup dim(f~'(y)). (76.3)

yey

Beweis. XXXX O
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Induktive Dimensionen

77.1 Kleine induktive Dimension

Definition 77.1 (Kleine induktive Dimension). I.) ind(f)) = —1

II.) ind(X) < n, falls es zu jedem x € X und jeder offenen Umgebung x € U C X eine
offene Umgebung x € U CV mit U C'V gibt, fir die ind(0V) <n — 1.

Lemma 77.2. Fir einen perfekten Raum X und einen metrisierbaren Raum Y ist:

ind(X x V) < ind(X) + ind(Y"). (77.1)

Vergleiche mit den Lemmata (76.2]) und (77.6) fiir analoge Aussagen mit der Lebes-
gueschen Uberdeckungsdimension und der grofen induktiven Dimension.

Beweis. XXXX O
Lemma 77.3. Ein nulldimensionaler Hausdorff-Raum ist total unzusammenhdngend.
Beweis. Siehe MSE, Frage 761295. [

Lemma 77.4. Ein total unzusammenhdngend und lokalkompakter Hausdorff-Raum ist
nulldimensional.

Beweis. Siehe [8], Propositon 3.1.7. auf Seite 136. O

77.2 Grolie induktive Dimension

Satz 77.5 (Summensatz). Fir einen vollstindigen normalen topologischen Raum X und

eine Folge (Y, )nen abgeschlossener Teilmengen mit X = UneN Y, ist:
Ind(X) < supInd(Y,) (77.2)
neN
Der Summensatz stammt von Clifford Dowker.
Beweis. XXXX ]
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Lemma 77.6. Fir nichtleere requlire Hausdorff-Riume X und Y ist:

Ind(X x V) < Ind(X) + Ind(Y). (77.3)

Vergleiche mit den Lemmata (76.2)) und (77.2) fiir analoge Aussagen mit der Lebes-
gueschen Uberdeckungsdimension und der kleinen induktiven Dimension.

Beweis. XXXX [
Lemma 77.7. Ist X normal, dann ist Ind(5X) = Ind(X).

Dieses Lemma stammt von N. Wendenisow. Vergleiche mit Lemma (76.1) fiir eine
analoge Aussage mit der Lebesgueschen Uberdeckungsdimension. Eine analoge Aussage
fiir die kleine induktive Dimension ist falsch.

Beweis. XXXX OJ

Satz 77.8 (Teilmengensatz der grofsen induktiven Dimension). Fir einen normalen Raum
X und einen Teilraum Y C X 1ist:

Ind(Y) < Ind(X). (77.4)

Vergleiche mit Satz (76.3) fiir eine analoge Aussage mit der Lebesgueschen Uberde-
ckungsdimension.

Beweis. XXXX N
Lemma 77.9. Fir einen metrisierbaren topologischen Raum X ist:
ind(X) < Ind(X) < dim(X). (77.5)
Dieses Lemma stammt von Miroslav Katétov.
Beweis. XXXX N
Lemma 77.10. Fir einen kompakten Hausdorff-Raum X ist:
dim(X) < ind(X) < Ind(X). (77.6)
Dieses Lemma stammt von Paul Alexandroff.
Beweis. XXXX O

Lemma 77.11. Fir einen metrisierbaren seperablen Raum X ist:
ind(X) = Ind(X) = dim(X). (77.7)

Beweis. XXXX N
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Kapitel 78
Rényi-Dimension

Definition 78.1 (Rényi-Dimension).

In Zz p(B;)*

D, =l =t (78.1)

= —In(e) 3o, u(By)e

Die Rényi-Dimension fiir ¢ = 0 ist die fraktale Dimension, fiir ¢ = 1 wird sie Informa-
tionsdimension und fir ¢ = 2 Korrelationdimension genannt.
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Kapitel 79

Conn- und PConn-Funktor

Comn(Y,0y) = (Y, |J U (79.1)
Oy CUDP(Y)
U zsmh.

PConn(Y,0y) := (Y, |J u) (79.2)
Oy CUDP(Y)

U wegzsmbh.

Lemma 79.1. Fir topologische Riume X und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y
auch als (auf der zugrundeliegenden Menge gleichen) Abbildung Conn(f): Conn(X) —
Conn(Y) und PConn(f): PConn(X) — PConn(Y) stetig.

Beweis. XXXX N
Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar Connidy = idconn(x) sowie PConnidyx =
idpconn(x) und fiir topologische Rdume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y

und g: Y — Z gilt offenbar Conn(g o f) = Conn(g) o Conn(f) sowie PConn(g o f) =
PConn(g) o PConn(f).

Korollar 79.2. Conn und PConn sind kovariante Funktoren:
Conn: Top — Conn (79.3)
PConn: Top — PConn. (79.4)

Lemma 79.3. Fir topologische Riume X und Y mit X zusammenhdngend bzw. wegzu-
sammenhdngend ist eine stetige Abbildung f: X — Y auch als (auf der zugrundeliegenden
Menge gleichen) Abbildung f: X — Conn(Y) bzw. f: X — PConn(Y') stetig.

Beweis. XXXX O

Lemma 79.4. Conn ist eine koreflektive Unterkategorie von Top. Die kanonische In-
kluston hat einen rechtsadjungierten Funktor:

Conn, L "Top

Conn
Beweis. XXXX OJ

Lemma 79.5. PConn st eine koreflektive Unterkategorie von Top. Die kanonische
Inklusion hat einen rechtsadjungierten Funktor:

PConn PCL Top

Beweis. XXXX N
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LocConn- und LocPConn-Funktor

LocComn(Y,Oy) := (Y, | ) (80.1)
Oy CUCP(Y)
U lokal zsmh.

LocPConn(Y, Oy) = (Y, U w (80.2)
Oy CUCP(Y)

U lokal wegzsmbh.

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar LocConnidy = idyocconn(x) Sowie LocPConnidy =
idy0cPconn(x) und fiir topologische Rdume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X —

Y und g: Y — Z gilt offenbar LocConn(g o f) = LocConn(g) o LocConn(f) sowie
LocPConn(g o f) = LocPConn(g) o LocPConn( f).

Korollar 80.1. LocConn und LocPConn:
LocConn: Top — LocConn, X — LocConn(X), f +— LocConn(f) (80.3)

LocPConn: Top — LocPConn, X — LocPConn(X), f — LocPConn(f) (80.4)

sind kovariante Funktoren.

Lemma 80.2. LocConn ist eine koreflektive Unterkategorie von Top. Die kanonische
Inklusion hat einen rechtsadjungierten Funktor:

-
LocConn , L " Top
LocConn

Beweis. XXXX O

Lemma 80.3. LocPConn ist eine korefiektive Unterkategorie von Top. Die kanonische
Inklusion hat einen rechtsadjungierten Funktor:

LocPCom; PLC Top

Beweis. XXXX O
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Kapitel 81

Wallmann—Shanin-Kompaktifizierung

Lemma 81.1. Fiir einen normalen Raum sind seine Stone—Cech- und Wallman—Shanin-
Kompaktifizierung homdomorph.

Beweis. XXXX N
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Kapitel 82

Symmetrischer Raum (Ryp-Raum)

Definition 82.1 (Symmetrischer Raum). Fin topologischer Raum X, fir den:
V oiag¢{ytny¢{a} (82.1)
z,yeX

wird symmetrischer Raum genannt.
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Kapitel 83

Praregularer Raum (R;-Raum)

Definition 83.1 (Trennungsaxiom Ry).

Definition 83.2 (Priregulirer Raum). Ein topologischer Raum, der das Trennungsaziom
Ry erfillt, wird praregulirer Raum (oder Ri-Raum) genannt.
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Kapitel 84

Urysohn-Raum

Definition 84.1 (Trennungsaxiom T5is).
Das Trennungsaxiom 7515 impliziert 75.

Definition 84.2 (Urysohn-Raum). Fin topologischer Raum, der das Trennungsaziom
Th19 erfillt, wird Urysohn-Raum genannt.

Ein Urysohn-Raum ist stets hausdorffsch.
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Kapitel 85

Regularer Hausdorff-Raum (T3-Raum)

Definition 85.1 (Regulirer Hausdorff-Raum). Ein reguldrer Kolmogoroff-Raum wird re-
guldr hausdorffsch genannt.

Die Namensgebung kommt daher, dass ein regulirer Kolmogoroff-Raum stets ein
Urysohn- und damit stets ein Hausdorff-Raum ist.

Lemma 85.2. Ein topologischer Raum ist genau dann reguldr, wenn sein Kolmogorov-
Quotient ein requldrer Hausdorff-Raum ist.

Beweis. XXXX O
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Kapitel 86

Vollstandiger regularer Raum

Korollar 86.1. Vollstindig requlire Riume sind requldr.

Lemma 86.2. Lokalkompakte Hausdorff-Rdume sind vollstindig reguldir.
Das ist mit Korollar (86.1)) eine Verallgemeinerung von Lemma (74.7)).

Beweis. XXXX

Lemma 86.3. Normale Hausdorff-Rdume sind vollstindig reguldr.

Beweis. XXXX
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Kapitel 87

Tychonoff-Raum (T319-Raum)

Definition 87.1 (Tychonoff-Raum). Fin vollstindig regulirer Kolmogoroff-Raum wird
Tychonoff-Raum (auch vollsténdig regulirer hausdorffsch oder T3o-Raum) genannt.
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Kapitel 88

Vollstandiger normaler Raum

Lemma 88.1. Vollstindig normale Riume bleiben unter Homdéomorphismen erhalten.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume mit X vollstandig normal und f: X — Y
ein Hom6éomorphismus. XXXX O
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Kapitel 89

Vollstandiger normaler
Hausdorff-Raum (75-Raum)

Definition 89.1 (Vollstéindig normaler hausdorffscher Raum). Fin vollstindig normaler
Raum mit Fréchet-Topologie (Trennungsaxiom T) wird vollstdndig normaler Hausdorff-
Raum genannt.

Aus Lemma ({88.1)) und Korollar (71.6)) folgt:

Korollar 89.2. Vollstindig normale Hausdorff-Rdume bleiben unter Homdomorphismen
erhalten.
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Kapitel 90

Perfekt normaler Raum

Lemma 90.1. Perfekt normale Riume bleiben unter Homdomorphismen erhalten.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume mit X perfekt normal und f: X — Y ein
Homoéomorphismus. XXXX O
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Kapitel 91

Perfekt normaler Hausdorff-Raum
(perfekter T)-Raum)

Definition 91.1 (Vollstindig normaler hausdorffscher Raum). Ein perfekt normaler Raum
mit Fréchet-Topologie (Trennungsaxziom T)) wird perfekt normaler Hausdorff-Raum ge-
nannt.

Aus Lemma (90.1)) und Korollar (71.6)) folgt:

Korollar 91.2. Perfekt normale Hausdorff-Rdume bleiben unter Homdomorphismen er-
halten.
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Kapitel 92

Spezielle topologische Raume

92.1 Lange Linie

XXXX

92.2 Topologischer Kamm

XXXX

92.3 Hawaiianische Ohrringe

XXXX

92.4 Warschauer Sinuskurve

XXXX

92.5 Warschauer Kreis

XXXX
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