ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE

Version 1 vom 15. Januar 2025

SAMUEL ADRIAN ANTZ

Veroffentlicht und frei verfiigbar auf:
https://www.samueladrianantz.com/de/scripts/algtopo-de-1.pdf
https://gitlab.com/samueladrianantz/public/tree/main/algtopo-de-1.pdf


https://www.samueladrianantz.com/de/scripts/algtopo-de-1.pdf
https://gitlab.com/samueladrianantz/public/tree/main/algtopo-de-1.pdf

ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE

INHALTSVERZEICHNIS



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 3

UBER DIE ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE

Die Algebraische Topologie beschéftigt sich mit Methoden zur Bestimmung, ob topolo-
gische Rdume homéomorph oder homotopiedquivalent sind. Dafiir werden Abbildungen
konstruiert, die einen topologischen Raum auf eine algebraische Struktur abbilden, wie
etwa eine Gruppe. Statt der Homoomorphie der topologischen Rdume kann nun statt-
dessen einfach die Isomorphie der ihnen entsprechenden Gruppen untersucht werden. Die
Erhaltung der Struktur bei der Abbildung bedeutet dabei, dass die Abbildung kategorien-
theoretisch ein Funktor ist. Beispiele sind dabei die Fundamentalgruppe oder die hoheren
abelschen Homotopiegruppen:

(1) m: Top™ = Grp
(2) T,: Top* — Ab

e Homotopietheorie beschéftigt sich mit der Untersuchung von stetigen Abbildun-
gen bis auf stetige Uberfiihrung ineinander sowie spezieller mit der Untersuchung
der Eigenschaften eines topologischen Raumes durch dessen Kohomotopiemengen.
Beschrieben wird die Homotopietheorie in Teil 7?7 von Kapitel (XXXX) bis Kapitel
(XXXX).

e Kohomotopietheorie beschéftigt sich mit der Untersuchung der Eigenschaften
eines topologischen Raumes durch dessen Kohomotopiemengen. Beschrieben wird
die Kohomotopietheorie in Teil ?? von Kapitel (XXXX) bis Kapitel (XXXX).

e Homologietheorie beschiftigt sich mit der Untersuchung der Eigenschaften ei-
nes topologischen Raumes durch dessen Homologiegruppen. Beschrieben wird die
Homologietheorie in Teil ??7 von Kapitel (XXXX) bis Kapitel (XXXX).

e Kohomologietheorie beschiftigt sich mit der Untersuchung der Eigenschaften
eines topologischen Raumes durch dessen Kohomologiegruppen. Beschrieben wird
die Kohomologietheorie in Teil ?? von Kapitel (XXXX) bis Kapitel (XXXX).

TEIL 1. TOPOLOGISCHE KONSTRUKTIONEN
1. KEGEL

Definition 1.1 (Kegel). Fir einen topologischen Raum X ist:
(3) CX = (X x[0,1]) /(X x {1})
sein Kegel. 7, p. 8]
Anschaulich wird der topologische Raum X durch das Kreuzprodukt mit dem Einheits-
intervall [0, 1] zu einem Zylinder, dessen einer Randkreis zu einem Punkt zusammengezo-

gen wird. Der Kegel C'X wird mit der Produkt- und Quotiententopologie wieder zu einem
topologischen Raum.

Beispiel 1.2. Fir den einpunktigen Raum {x} ist C{x} = [0, 1].
Lemma 1.3. Es ist CD" ~ D",

Beweis. XXXX U
Lemma 1.4. Es ist CS" ~ D",

Bewers. XXXX O
Korollar 1.5. Fir einen kompakten Hausdorff-Raum X ist mit Lemma (XXXX):

(4) CX = [(X > [0, )\ (X x {1H]" = [X > [0; D]

Lemma 1.6. Der Kegel ist zusammenziehbar.
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Beweis. Sei X ein topologischer Raum. Die (stetige) Quotientenabbildung h: X x [0, 1] —
CX ist eine Homotopie zwischen h(—,0) = und h(—, 1) = const.

(5) h:[0,1] x CX — CX, (s, [(z,t)]) — [(z,1 — s(1 —1))]

mit h(0, —) = const und h(1, —) = idex. O
Fiir einen topologischen Raum X sind die Rdume C'X x [0,1] und die Einhdngung

C(X x [0, 1]) beide Quotientenriume des Raumes X x [0, 1] x [0, 1]. Die Aquivalenzrelation

des ersten Raumes (wo X x [0, 1] x {1} entlang von X kollabiert wird) ist jedoch schwécher

als die des zweiten Raumes (wo X x [0,1] x {1} komplett kollabiert wird), woraus sich
eine kanonische stetige Abbildung:

(6) p: CX % [0,1] = C(X x [0,1]), ([(z, 9)},1) = [(x,5,1)]
ergibt.
1.1. INDUZIERTE KEGELABBILDUNG

Lemma 1.7 (Induzierte Kegelabbildung). Fiir topologische Riume X undY sowie eine
stetige Abbildung f: X — Y ist die induzierte Kegelabbildung:

(7) Cf: CX = CY, Cf([(2,1)]) == [(f (), 1)]

stetig, wobei das Diagramm

kommutiert.

Beweis. (Mit Kategorientheorie.) Die induzierte Kegelabbildung wird durch die universelle
Eigenschaft des Kofaserproduktes induziert: 0

X x[0,1] —» CX
. \\
fxid C’f\\N
Y x [0,1] » CY

~

Korollar 1.8. Die induzierte Kegelabbildung einer surjektiven (stetigen) Abbildung ist
surjektiv.

Beispiel 1.9. Fiir einen topologischen Raum X ist die induzierte Kegelabbildung der
terminalen Abbildung X RN {*} mit Beispiel gegeben durch:

(8) cxX & 0,1],[(z,1)] — t.

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar C'idy = idecx und fiir topologische
Réaume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y sowie g: Y — Z gilt offenbar

C(go f)=CgoCf.
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Korollar 1.10. Der Kegel ist ein kovarianter Funktor:

9) C: Top — Top, X — CX, f— Cf.

1.2. VERBINDUNG MIT HOMOTOPIETHEORIE

Lemma 1.11. Fine stetige Abbildung f: X — 'Y zwischen topologischen Rdumen X und
Y ist genau dann nullhomotop, wenn sie iber i: X — CX,x +— [(x,0)] faktorisiert.

Beweis. <= XXXX =: XXXX [l

Lemma 1.12. Fir topologische Rdume X und Y sowie homotope stetige Abbildungen
frg: X =Y sind die stetigen Abbildungen C'f,Cqg: CX — CY homotop.

Beweis. Sei H: X x [0;1] — Y eine Homotopie zwischen f und g, also eine stetige Abbil-
dung mit H(—,0) = f und H(—,1) = g. Mit der kanonischen Projektion p: CX x [0, 1] —»
CX %10, 1] aus Gleichung ergibt sich eine wohldefinierte und stetige Homotopie durch:
(10) B = CHop: OX x [0,1] = O, ([(2, 5)],1) = [(H(z, ), )]

mit welcher das Diagramm:

H

o

CX % [0,1] = C(X x [0,1)) == CY
)

kommutiert. Fiir diese Homotopie gilt mit der induzierten Kegelabbildung nach Lemma
(7?):
(11) I:j(—,O): CX — CY,[(z,s)] — [(H(x,0),s)]

X % [0,1] -

[(f(2),8)] = Cf([(x, s)])

(12)  H(=1): CX = CY,[(z,)] = [(H(z,1),5)] = [(9(2), 5)] = Cg([(x, 5)]),
daher verbindet diese H(—,0) = C'f und H(—,1) = Cy. O

1.3. UNENDLICHER KEGEL

Fiir einen topologischen Raum X gibt es eine kanonische Einbettung i: X — CX, z —
[(z,0)] in dessen Kegel C' X, wobei sich durch die induzierten Kegelabbildungen eine Kette
an stetigen Abbildungen ergibt, deren Kolimes sich bilden lasst:

X ox 9 oex &L, O*X

Definition 1.13 (Unendlicher Kegel). Fiir einen topologischen Raum X ist:
(13) C*X := colim,ey C"X
dessen unendlicher Kegel.

Definition 1.14 (Unendliche induzierte Kegelabbildung). Fiir topologische Rédume X
und Y sowie eine stetige Abbildung f: X —'Y ist:

(14) C*f = colim,eny C" f
die unendliche induzierte Kegelabbildung.
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Es kommutiert also das Diagramm:

Ci C2%

X', 0X X o C*X
fl Cfl CQfJ lC“f
Y — Y —— C?Y o C®Y

i Ch Cc?;

2. REDUZIERTER KEGEL

Der Kegel eines topologischen Raumes ist durch die kollabierte Teilmenge kanonisch
punktiert. Fiir den Kegel eines punktierten topologischen Raumes ist dessen Punktierung
dabei letztendlich vollkommen irrelevant, daher wird fiir diese bei dem Kegel zusétzlich
das Einheitsintervall iiber diesem Punkt kollabiert, was diesen zudem mit der anderen
kollabierten Teilmenge aufeinander kollabiert.

Definition 2.1 (Reduzierter Kegel). Fir einen punktierten topologischen Raum (X, o)
ist:

(15) Cu(X, o) := (X x [0, 1]) /(X x {1} U {wo} x [0,1])
sein reduzierter Kegel.

Der reduzierte Kegel C, (X, z) wird mit der Produkt- und Quotiententopologie sowie
dem Basispunkt [(zo,0)] wieder zu einem punktierten topologischen Raum.

Beispiel 2.2. Fir den punktierten einpunktigen Raum ({x},*) ist C,({*},*) = ({*}, *).

Der reduzierte Kegel kommutiert bis auf Hom6omorphie mit dem Wedge-Produkt. Da
[0, 1] lokalkompakt ist, folgt mit Lemma (8.3) mit einem weiteren punktierten topologi-
schen Raum (Y, yo):

(16) Co(XVY) = (XVY)A[0,1] = (XA[0,1]) V(Y A[0,1]) = C.X VC.Y.
2.1. INDUZIERTE REDUZIERTE KEGELABBILDUNG

Lemma 2.3 (Induzierte reduzierte Kegelabbildung). Fir topologische Rdume (X, xo)
und (Y, yo) sowie eine stetige punktierte Abbildung f: (X, xo) — (Y, yo) ist die induzierte
reduzierte Kegelabbildung:

(17> O*f C*(X7 ZE()) — C*(Y7 yO)u O*f([(xu t)]) = [(f(l‘), t)]

stetig, wobei das Diagramm
cf
C(X,z0) —— C(Y, o)
(X7 l’o) T) (Y7 yO)
kommutiert.
Bewers. XXXX L]

Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, zg) gilt offenbar C, id(x,20) = ide, (x,20)
und fiir punktierte topologische Raume (X, zo), (Y, y0) und (Z, Zy) sowie stetige Abbil-
dungen f: (X, x¢) = (Y, yo) sowie g: (Y, yo) — (Z, 20) gilt offenbar Cy(go f) = C.go C.f.
Korollar 2.4. Der reduzierte Kegel ist ein kovarianter Funktor:

(18) C,: Top, — Top,, (X, x9) — (Ci(X, o), [(70,0)]), f = C.f
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2.2. VERBINDUNG MIT HOMOTOPIETHEORIE

Lemma 2.5. Eine punktierte stetige Abbildung f: (X, z¢) — (Y, yo) zwischen punktierten
topologischen Rdaumen (X, zo) und (Y,yo) ist genau dann nullhomotop, wenn sie diber
iv: (X, ) — C(X,x0), x +— [(2,0)] faktorisiert.

Beweis. <: XXXX =: XXXX U
Lemma 2.6. Fir punktierte topologische Riume (X, xq¢) und (Y, yo) sowie homotope ste-

tige punktierte Abbildungen f,qg: (X, x0) — (Y,y0) sind die stetigen punktierten Abbildun-
gen Cf,Cg: C(X,x9) — C(Y,yo) homotop.

Beweis. Sei H: (X, x9)x[0;1] — (Y, yo) eine punktierte Homotopie zwischen f und g, also
eine stetige Abbildung mit H(—,0) = f und H(—,1) = g sowie H(zo, —) = const,,. Mit
der kanonischen Projektion p,: C(X,x) % ([0, 1],0) — C(X x [0, 1], (z,0)) aus Gleichung
(??7) ergibt sich eine wohldefinierte und stetige punktierte Homotopie durch:
(19) H: O(X,x0) x ([0,1],0) = C(Y,0), ([(x, 5)],t) = [(H (1), 5)]

mit welcher das Diagramm:

H

C(X, zo) x ([0,1],0) == C(X x [0, 1], (z0,0)) =5 C(Y, o)

]

(X, z0) x ([0,1],0) Y

kommutiert. l
2.3. VERBINDUNG VON WEGRAUM MIT REDUZIERTEM KEGEL

Sowohl der Wegraum P: Top, — Top, als auch der reduzierte Kegel C': Top, — Top,

sind nach den Korollaren (??) und jeweils Endofunktoren auf der Kategorie Top, der
punktierten topologischen Raume. Daher ldsst sich untersuchen, ob es natiirliche Trans-
formationen P = C oder C' = P geben kann und welche sowie ob Adjunktionen P - C'
oder C' - P bestehen.
Eine Verbindung der beiden Funktoren lasst sich anschaulich erahnen. Fiir topologische
Réume X und Y ergibt sich durch ,Currying“ (Verianderung der Reihenfolge der Aus-
wertung von Abbildungen mit mehrerern Variablen) eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen Abbildungen X x [0,1] — Y und Abbildungen X — Y®U. Da der Kegel CX
ein Faktorraum von X x [0, 1] und der Wegraum

Seien (X, xg) und (Y, yo) punktierte topologischen Raume. Einer stetigen punktierte Ab-
bildung f: C(X,z¢) — (Y, o) ldsst sich eine stetige punktierte Abbildung:

(20) [ (X,m0) = P(Yyy0), = (¢ f([(2,1)]))

zuordnen. Einer stetigen punktierten Abbildung ¢: (X, z0) — P(Y,yo) lésst sich umge-
kehrt eine stetige punktierte Abbildung:

(21) 9: C(X,20) = (Y, 90), [(z,1)] = g(2)(t)
zuordnen. Da die doppelte Anwendung der Konstruktion wieder auf die jeweils urspriingli-

chen Abbildungen zuriickfiihrt (also ]? = fund :gjv = g) bilden diese eine Bijektion zwischen
den stetigen punktierten Abbildungen (X, x¢) — P(Y,yo) und den stetigen punktierten
Abbildungen C(X,x¢) — (Y, o).
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3. EINHANGUNG

Definition 3.1 (Einhéngung). Fiir einen topologischen Raum X ist:
(22) SX = (X x [-1;1]) /((X x {=1}) U (X x {1}))
seine Einhdngung. [?, p. §]

Anschaulich wird der topologische Raum X durch das Kreuzprodukt mit dem Intervall
[—1;1] zu einem Zylinder, dessen beide Randkreise jeweils zu einem Punkt zusammen-
gezogen werden. Die Einhdngung »X wird mit der Produkt- und Quotiententopologie
wieder zu einem topologischen Raum.

Beispiel 3.2. Fir den einpunktigen Raum {x} ist 3{x} = [—1;1].
Lemma 3.3. Es ist D" ~ D",
Beweis. XXXX

(23) SD" — D™ [(z,1)] = (V1 — 2,1)
0
Lemma 3.4. Es ist 25" ~ ST,
Beweis. XXXX
(24) NS" = S [(z,8)] — (V1 — 2,1)
U
Lemma 3.5. Fir CW-Kompleze X undY ist: |7, Prop. 41.1]
(25) S(X xY)ESXVEXVI(XAY).
Beweis. (Siehe MSE/301402; auf Seite 467) XXXX O

Lemma 3.6. Fir einen zusammenhdngenden CW-Komplexe X und eine Retraktionr: X —»
A auf einen Unterkomplex s: A — X (mit ros =1idy) ist:|?, Aufgabe 41.1]

(26) X S DAV E(X/A).
Beweis. XXXX [l
3.1. ALTERNATIVE KONSTRUKTIONEN

Lemma 3.7. Fir einen topologischen Raum X st das Diagramm:
X — {x}
[(id70)1£ l

CX —» XX

kokartesisch.
Bewers. XXXX O

Lemma 3.8. Die Einhdingung ist als Doppelkegel die Verklebung zweier Kegel an ihrer
Unterseite. Fiir einen topologischen Raum X ist das Diagramm:

X [(id,0)] ox

[(id»U)}f l

CX —3¥X

kokartesisch (und sogar schwach kartesisch).
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Beweis. XXXX U
Wird im Diagramm in Lemma (3.8) des Abbildungskegels einmal X durch CX er-

setzt (wobei sich ein kokartesisches Diagramm nach ¥CX ergibt) und einmal C' darauf
angewendet (wobei sich ein kommutatives Diagramm nach C3X ergibt), folgt aus der

universellen Eigenschaft des Kofaserproduktes die Existenz einer kanonischen stetige Ab-
bildung XCX — C¥X:

Lemma 3.9. Fir einen topologischen Raum X ist:
(27) VX, 2YX VS

Beweis. Es ist Xy 2 X vV SY und daher mit den Lemmata (XXXX) und (XXXX):

(28) VX, 2N(XVvSHenXves’2yX v st
0
Lemma 3.10. Fir einen topologischen Raum X ist:
(29) X =1777
Beweis. XXXX U

Fiir einen topologischen Raum X sind die Rdume XX x [0,1] und die Einhdngung
Y (X x [0, 1]) beide Quotientenriume des Raumes X x [0, 1] x [0, 1]. Die Aquivalenzrelation
des ersten Raumes (wo X x [0, 1] x {0} und X x [0, 1] x {1} jeweils entlang von X kollabiert
werden) ist jedoch schwéicher als die der Einhédngung (wo X x [0, 1]x{0} und X x [0, 1] x {1}
jeweils komplett kollabiert werden), woraus sich eine kanonische stetige Abbildung:
(30) ¢ 9X x [0,1] = (X x [0,1]), ([(, )}, 1) = [(2,5,1)]
ergibt.

3.2. INDUZIERTE EINHANGUNGSABBILDUNG

Lemma 3.11 (Induzierte Einhdngungsabbildung). Fir topologische Riume X und Y
sowie eine stetige Abbildung f: X — Y ist die induzierte Einhdngungsabbildung:

(31) Nf: XX = XY, Bf([(2,1)]) == [(f(x), 1)]
stetig, wobei das Diagramm

ny vy

]

Beweis. (Mit Kategorientheorie.) Die induzierte Einhdngungsabbildung wird durch die
universelle Eigenschaft des Kofaserproduktes nach Lemma (3.7)) induziert: O

—_—
!

kommutiert.
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X ' 0

[(1d,0)] l

[(@)]cx—[(z,t)]sx

CcX » DX
AN
N
Cfv BN .
cYy s VY

[(z.)]cy—=[(z,t)]sy

Korollar 3.12. Die induzierte Einhdngungsabbildung einer surjektiven (stetigen) Abbil-
dung ist surjektiv.

Beispiel 3.13. Fiir einen topologischen Raum X ist die induzierte Einhdingungsabbildung
der terminalen Abbildung X RN {x} mit Beispiel gegeben durch:

(32) SX B [~ 11, (2, 8)] - .

Fiir einen topologischen Raum X gilt offenbar ¥ idx = idgyxy und fiir topologische
Raume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y sowie ¢g: Y — Z gilt offenbar

Y(gof)=XgoXf.
Korollar 3.14. Die Einhdngung ist ein kovarianter Funktor:
(33) Y: Top — Top, X — XX, f — Xf.

Ein topologischer Raum X kann in seinen Kegel C'X eingebettet werden durch ¢: X —

CX,z — [(x,0)]cx. Fiir den Kospan CX <= X < C'X kann die Existenz und Form des
Kofaserproduktes untersucht werden.

Lemma 3.15. Fiur einen topologischen Raum X ist:
(34) mmSX = CX +x CX.

Beweis. Seien t—: CX — SX,[(x,—t)]ex — [(z,t)]sx und ¢y : CX — SX,[(z,t)]cx —
[(z,t)]sx, dann ist:

(35)  VoeX:i (@) =1 ([ 0))ex) = (@ 0)]sx = i (@ 0ex) = 11 (1))

Das zeigt zudem, dass X ein schwaches Faserprodukt des Spans C'X <5 SX &5 OX st
X CX
L Lt

CX 86X

Q)
N
o N
Y

Sei Y ein topologischer Raum und seien x_,ky: CX — Y mit k_ ov = k4 o Fiir eine
Abbildung ¢: SX — Y fir die k. = ot und Ky = ¢ o1y, folgt durch Einsetzen von

[(z,D)]ex € CX, dass k_([(z,t)]cx) = ([(z, —1)]sx) und &4 ([(z,1)]ex) = o([(z,1)]sx),
wobei iiberall 0 < ¢ < 1, womit:

Kt

>0

(36) 615X Vil olsx s { {0000 2D
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was ¢ eindeutig festlegt. ([l

Mit Lemma und ist:
(37) Sl > g8n >~ 08" 4 g, CS™ =2 D" 4 g D!
X ist sogar ein (starkes) Faserprodukt des Spans C'X < SX <5 OX:
Lemma 3.16. Fir einen topologischen Raum X ist:
(38) X 20X xgx OX

Beweis.

CX—— 5X

Sei Z ein topologischer Raum und seien A_, Ay : Z — C'X mit t_ o A_ = ¢, o A\, womit
insbesondere A_(Z) = A.(Z) C «(X) und es Abbildungen ¢_,v¢,: Z — X gibt mit
A =1oy_und Ay =ro,. Dat_; ¢ty und ¢ injektiv sind folgt aus ¢_ortoyp_ =1 0109,
dass ¢ =1, und damit A_ = A,. Fiir eine Abbildung ¢: Z — X, firdie A\_ = A\, = 109,
folgt durch Einsetzen von z € Z, dass A_(z) = A\ (2) = [(¢(2),0)]cx, was 1 eindeutig

festlegt. O
Mit Lemma ((1.4)) und (3.4)) ist:
(39) S" 22 C8" xggn CS" = D" X gnys D!

Lemma 3.17. Fir ein Kofaserprodukt:

Xo—2 X,

[}

X — X

i
von topologischen Rdumen ist:
(40) X = ji(X1) U ja(Xa)
(41) Xo = j1(X1) N ja(Xa),
wobetl j; 011 = Jp 0dy: X = J1(X1) N jo(X2) ein Homoomorphismus ist.
Daraus folgt insbesondere, dass i; und iy injektiv sind.

Beweis. Wére j;1(X1) U ja(X2) C X echt, gidbe es keine eindeutige Abbildung ¢: X —
J1(X1) U j2(X3), deren Einschrankung auf j;(X;) U ja(X3) die Identitdt ist, womit die
universelle Eigenschaft verletzt ware:

XOL)XQ
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J1 011 = jJog 0 ig ist injektiv. Seien xg, yo € Xo mit (j; 0 i1)(xg) = (ja 0 42)(yo). Sei X C Y
echt und seien k;: X; — Y mit ky o iy = kg 04y und (ky 0 d1)(xg) # (k2 042)(yo), dann
kann es keine Abbildungen ¢: X — Y geben, fiir die k; = ¢ o j;, da dann (k; 0 i) (zg) =
(¢ 0 j1oir)(xo) = (¢ 0 j20i2)(yo) = (k2 0 i2)(yo).

J1 0141 = Jjg 0y ist surjektiv. Sei z € j1(X7) N jo(Xs), dann Jxy € Xi: ji(xy) = =
und Jxy, € X5y: jQ(ZL‘Q) = . Wegen jl 01 = jQ 0 19 gllt T € ll(X()) & Ty € iQ(Xo),
in diesem Fall gibe es ein Urbild in Xj. Sei x; ¢ i1(Xo) < 22 € i2(Xp), dann kénnen
Abbildungen k;: X; — X mit k;y 043 = ko 0 iy gewdhlt werden, fiir die ki(x1) # ko(x2).
Dann kann es jedoch keine Abbildung ¢: X — X geben, fiir die k; = ¢ o j;, da dann
kl(ﬂfl) = (¢ Ojl)(.flj'l) = (¢ Ojg)(%g) = kg(l'g) ware.

Die Umkehrabbildung von j; o i3 = jy 0 iy ist stetig. Sei U C j1(X7) N j2(X3) offen,
dann sind j; ' (U) € X; und j; "(U) C X offen. [fehlt] O

Lemma 3.18. Fir jeden Kospan X & Xy 22, Xy topologischer Rdume existiert ein
Kofaserprodukt, gegeben durch:

(42) (X1 U Xs)/ ( VX; ir (0) ~ @'Q(xo))

o€

Beweis. U

Definition 3.19 (Retrakt). Fiir topologische Riume X und Y, fir die es stetige Ab-
bildungen f: X — Y und g:' Y — X mit go f = idx ¢ibt, wird X Retrakt von Y, ¢
Retraktion und f Retraktion-Inklusion genannt.

Die Einschréankung f: X — f(X) ist ein Homéomorphismus mit Umkehrabbildung g.
Wenn f(X) abgeschlossen ist, wird der Retrakt abgeschlossen genannt.

Definition 3.20 (Deformationsretrakt). Fir topologische Riume X und Y, fir die es
stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — X g¢ibt mit go f =idy und go f ~idy wird
X ein Deformationsretrakt von Y, g Deformationsretraktion und f Deformationsretrakt-
Inklusion genannt.

Wenn es eine offene Umgebung f(X) C U C Y gibt und f: X — U ein Deformations-
retrakt ist, wird X Umgebungs-Deformationretrakt genannt.

Lemma 3.21. Fiir ein kokartesisches Diagramm.:
Xo —25 X,
I T
X T> X

topologischer Raume ist 7, eine Retrakt-Inklusion, wenn iy eine ist, j; eine Deformationsretrakt-
Inklusion wenn iy eine ist und j; eine Umgebungs-Deformationsretrakt-Inklusion, wenn
11 etne ist.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 13

Beweis. Sei iy eine Retrakt-Inklusion mit Retraktion ¢g: X; — Xy mit g o4; = idy, dann
folgt aus dem Diagramm:

X()LXQ

]

X1]—1>X

X() Z—) Xg
die Existenz eines ¢: X — X, flir das ¢ o j5 = idy,. OJ

Lemma 3.22. Fir ein kokartesisches Diagramm:

XOL)XQ

X1 —_— X
J1
von topologischen Riumen ist j| := ji|x,—i, (x0): X1 — 11(Xo) = X — ja(X3) ein Homdo-
morphismus.

Beweis. j; ist wohldefiniert. Sei z1 € X; — i1(Xp) mit ji(x1) € Jjo(Xz), also Jzy €
Xo: ji(z1) = jo(x2), dann Jxy € Xo: i1(x9) = 21 A ta(x9) = 22 nach Lemma (3.17),
was 1 ¢ i1(Xo) widerspricht. Daher ist j;(z1) € X — ja(X3).

j1 ist injektiv. Seien x1,y; € X7 — i1(Xo) mit ji(x1) = 71(y1), sei X C Y echt und
k;: X; — Y derart, dass kjoi; = kgoiy und ky(z1) # k1(y1), dann kann es keine Abbildung
¢: X — Y geben, fiir die k; = ¢ojy, da dann ki (1) = (¢oj1)(x1) = (dog1)(y1) = k1(y1).

g1 ist surjektiv. Sei x € X — jo(X2), dann Jx; € X5 ji(x;) = x nach Lemma (3.17)).
Wenn HCL’Q € Xoi il(xo) =T, dann jg(lg((lfo)) = j1(11<$0)) = jl(l’1> =X, was T ¢ jl(XQ)
widerspricht. Daher ist 1 € X7 — i1(Xj).

Die Umkehrabbildung von j; ist stetig. [fehlt] O
Beispiel 3.23. Fiir einen topologischen Raum X ist die Abbildung:

(43) YOX — CEX, [(z,s,t)] = [(z,s,1)]

nicht wohldefiniert. Es ist (x,0,0) ~ (z,1,0) unter der ersten Relation, aber (x,0,0)
(x,1,0) unter der zweiten Relation.

Beispiel 3.24. Fir einen topologischen Raum X ist die Abbildung:
(44) CYX — XOX, [(z,s,t)] — [(z,s,1)]

nicht wohldefiniert. Es ist (x,0,t) ~ (x,0,t) firt € (0;1) unter der ersten Relation, aber
(x,0,t) % (x,0,t) unter der zweiten Relation.

3.3. VERBINDUNG MIT HOMOTOPIETHEORIE

Lemma 3.25. Fir topologische Rdume X und Y sowie homotope stetige Abbildungen
fy9: X =Y sind die stetigen Abbildungen 3 f,Xg: XX — XY homotop.
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Beweis. Sei H: X x [0;1] — Y eine Homotopie zwischen f und g, also eine stetige Abbil-
dung mit H(—,0) = f und H(—,1) = g. Mit der kanonischen Projektion ¢: XX x [0, 1] —
Y(X x [0,1]) aus Gleichung ergibt sich eine wohldefinierte und stetige Homotopie
durch:

(45) H=SHoq: £X x[0,1] = Y, ([(z, 5)],t) — [(H(z, 1), 5)]

mit welcher das Diagramm:

H

T ko

X % [0,1] —» 2(X x [0,1) 25wy
)

kommutiert. Fiir diese Homotopie gilt mit der induzierten Einhdngungsabbildung nach
Lemma (3.11)):

X x [0,1]

H

(46)  H(=,0): £X = XY, [(,5)] = [(H(2,0),)] = [(f(2), 9)] = Zf([(x,5)])

47)  H(=,1): X = 2V, [(z,5)] = [(H(z, 1), 5)]

[(9(), s)] = Zg([(x, s)]),
daher verbindet diese H(—,0) = Xf und H(—,1) = Xg. O

3.4. UNENDLICHE EINHANGUNG

Fiir einen topologischen Raum X gibt es eine kanonische Einbettung j: X — XX = —
[(x,0)] in dessen Einhdngung ¥ X, wobei sich durch die induzierten Kegelabbildungen eine
Kette an stetigen Abbildungen ergibt, deren Kolimes sich bilden lasst:

X tawxy Hyexy 2, Yoo X

Definition 3.26 (Unendliche Einhéngung). Fiir einen topologischen Raum X ist:
(48) YPX = colim,eny X" X
dessen unendliche Einhdngung.

Definition 3.27 (Unendliche induzierte Einhdngungsabbildung). Fir topologische Riu-
me X und Y sowie eine stetige Abbildung f: X — Y ist:

(49) C* f := colim,eny C™ f
die unendliche induzierte Einhédngungsabbildung.
Es kommutiert also das Diagramm:

»2

X anx vy N X
fl Efl EQfJ lEO"f
Y — Yy — 32y yeoy

[ p 24
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4. REDUZIERTE EINHANGUNG

Die Einh&ngung eines topologischen Raumes ist durch einen der beiden kollabierten
Teilmengen kanonisch punktiert, wobei die Wahl aufgrund der Symmetrie der Einhén-
gung irrelevant ist. Fiir die Einhdngung eines punktierten topologischen Raumes ist des-
sen Punktierung dabei letztendlich vollkommen irrelevant, daher wird fiir diese bei der
Einhéngung zusatzlich das Einheitsintervall {iber diesem Punkt kollabiert, was zudem die
beiden kollabierten Teilmengen damit aufeinander kollabiert.

Definition 4.1 (Reduzierte Einhéngung). Fir einen punktierten topologischen Raum
(X, xo) ist:

(50) B(X,w0) = (X x [=1:1]) /(X x {=1;1}) U ({zo} x [-1;1])
seine reduzierte Einhangung.

Die reduzierte Einhdngung (X, z¢) wird mit der Produkt- und Quotiententopologie
sowie dem Basispunkt [(z,0)] wieder zu einem punktierten topologischen Raum.

Beispiel 4.2. Fir den punktierten einpunktigen Raum ({x},*) ist X({x}, *) = ({}, *).
Korollar 4.3. Fir die Einhdngung der Sphdre gilt:
(51) S5, ) = [(5™\ {}) x (0; D] = [R" x R]* = [R™]* = 57+,

Lemma 4.4. Die reduzierte Einhdangung ist ein spezielles Smash-Produkt. Fir einen
punktierten topologischen Raum (X, xq) ist:

(52) VX2 XAS
(53) Y X =X AS"
Beweis.

X x[0,1] —» X x St

l l

2 X XAS!
X XY x[0,1] —» X xY x S!

l l

XxY S(XAY)
O
Bewers. XXXX
(X, 20) = (X x [0,1])/(X x {0;1} U {zo} x [0,1])
= [(X x [0,1]) (X x {0; 1} U {mo} x [0,1])]" = [(X \ {ao}) x (0; 1)]"
= [(X\ {z0}) x (S*\ {=D)]" = [(X x SHY\ (X, m0) V (5",%))]"
(54) =4XxSVKX%)(§JD=@mwA@%@
O

Die reduzierte Einhéngung kommutiert bis auf Homéomorphie mit dem Wedge-Produkt.
Da S™ lokalkompakt ist, folgt mit Lemma (8.3 mit einem weiteren punktierten topologi-
schen Raum (Y, yo):

(55) YUYXVY)Z(XVY)AS"Z(XASY) V(Y AS") ZE"X VY.
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Lemma 4.5. Fir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum X ist:

(56) S.X* 2 (X x R)*.

Beweis. Mit Lemma (4.4)) und Lemma (8.7]), wobei verwendet wird, dass R ein lokalkom-
pakter Hausdorff-Raum ist, ist:

(57) VXY= XPAS = XPAR 2 (X x R)*.

Lemma 4.6. Fiir einen kompakten Hausdorff-Raum X ist:
(58) YXp =8 X" = (X xR).

Beweis. Mit Lemma ({£.4), Lemma (8.8)), Lemma (XXXX), wobei benutzt wird, dass X x
St ein kompakter Hausdorff-Raum sowie die Teilmenge X X {x} abgeschlossen ist, Lemma
(8.7)), wobei benutzt wird, dass X x (0;1) ein lokalkompakter Hausdorff-Raum ist, und
wieder Lemma ist:

NXp XL AST (X ) SYH/X x {5} 2 [(X xS\ (X x {x})]
(59) =[Xx(S\{HD] =X x (O] XX AR 2 X AST ¥, X"

Die Rechnung:
(60) VX, =20,(XVvS)=2XVvEs'=2.XVvSs!

ist falsch. X und X Vv S° sind zwar homéomorph, jedoch verschieden punktiert. Der linke
Raum wird durch einen disjunkt mit X vereinigten Punkt und der rechte Raum durch
einen Punkt in X punktiert.

4.1. ALTERNATIVE KONSTRUKTIONEN

Lemma 4.7. Fir einen punktierten topologischen Raum (X, xq) ist das Diagramm:
(X, 20) —— {x}
[(id,O)][ l
C(X,xg) —» X(X, z0)
kokartesisch.
Beweis. XXXX U

Lemma 4.8. Die Einhangung ist als Doppelkegel die Verklebung zweier Kegel an ihrer
Unterseite. Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, xq) ist das Diagramm:

(X, 20) % C(X, 20)

[(id,O)][ J

C(X,xg) — X(X, z0)
kokartesisch (und sogar schwach kartesisch).

Beweis. XXXX O
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4.2. INDUZIERTE REDUZIERTE EINHANGUNGSABBILDUNG

Lemma 4.9 (Induzierte reduzierte Einhdngungsabbildung). Fiir topologische Raume (X, xq)
und (Y, yo) sowie eine stetige punktierte Abbildung f: (X, z9) — (Y, yo) ist die induzierte
reduzierte Einhdngungsabbildung:

stetig, wobei das Diagramm

Z(X, Io) i) Z(Ya yo)

o]

(X7 xo) T (Y> yO)

kommutiert.
Beweis. XXXX [l

Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, z) gilt offenbar ¥, id(x 2,) = ids, (x,20)
und fiir punktierte topologische Raume (X, xq), (Y, v0) und (Z, Zy) sowie stetige Abbil-
dungen f: (X, z0) — (Y, y0) sowie g: (Y, yo) — (Z, 20) gilt offenbar X, (go f) = X.go X, f.
Korollar 4.10. Die reduzierte Einhdngung ist ein kovarianter Funktor:

(62> Y TOp* — TOp*, (X7 l’o) = (E*(Xa *1'0)7 [(Qﬁo, 0)])7 f = Z*f

4.3. VERBINDUNG MIT HOMOTOPIETHEORIE

Lemma 4.11. Fir punktierte topologische Rdaume (X, xo) und (Y,yo) sowie homotope
stetige punktierte Abbildungen f,qg: (X, x0) = (Y,v0) sind die stetigen punktierten Abbil-
dungen X f, 3g: %(X, xo) = X(Y, yo) homotop.

Beweis. Sei H: (X, x9)x[0;1] = (Y, yo) eine punktierte Homotopie zwischen f und g, also
eine stetige Abbildung mit H(—,0) = f und H(—, 1) = g sowie H(zo, —) = const,,. Auf-
grund der Punktiertheit von f und g gibt es dabei keinen Widerspruch der Bedingungen
bei H(xo,0) = H(xg, 1) = yo. Mit der kanonischen Projektion ¢.: (X, zq) x ([0,1],0) —
Y(X % [0,1], (x0,0)) aus Gleichung (??) ergibt sich eine wohldefinierte und stetige punk-
tierte Homotopie durch:

(63) ﬁ: E(X: JJO) X ([07 1]7 0) - Z(Y, yO)v ([(ZL‘, S)]’ t) = [(H(:E,t), 3)]
mit welcher das Diagramm:

H

L(X, x0) X ([07 1]7 0) S (X x [Ov 1}7 (70,0)) = (Y, v0)

|

(X, zo) x ([0,1],0) Y

H

kommutiert. Fiir diese Homotopie gilt mit der induzierten reduzierten Einhéangungsabbil-
dung nach Lemma (4.9)):

(64) H(=,0): £(X,0) = £(Yyp0), (2, 5)] = [(H(x,0),9)] = [(f(2), 9)] = Zf([(x, 5)])

(65) H(—1): B(X,20) = S(Y.0), [(,5)] = [(H(2, 1), 5)] = [(9(x), 5)] = Sg([(, 5)]),
daher verbindet sie H(—,0) = Sf und H(—,1) = Xg. O



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 18

4.4. VERBINDUNG VON SCHLEIFENRAUM UND REDUZIERTER EINHANGUNG

Sowohl der Schleifenraum €2: Top, — Top, als auch die reduzierte Einhdngung >.: Top, —
Top, sind nach den Korollaren (??) und jeweils Endofunktoren auf der Kategorie
Top, der punktierten topologischen Radume. Daher lasst sich untersuchen, ob es natiirli-
che Transformationen €2 = ¥ oder X = (2 geben kann und welche sowie ob Adjunktionen
Q14X oder X ) bestehen.

Seien (X, x¢) und (Y, yo) punktierte topologischen Raume. Einer stetigen punktierte Ab-
bildung f: (X, x0) — (Y, yo) ldsst sich eine stetige punktierte Abbildung:

(66) [+ (Xy20) = QY yo), 2 = (t = f([(z,1)]))

zuordnen. Einer stetigen punktierten Abbildung g: (X, xo) — Q(Y,yo) ldsst sich umge-
kehrt eine stetige punktierte Abbildung:

zuordnen. Da die doppelte Anwendung der Konstruktion wieder auf die jeweils urspriingli-

chen Abbildungen zuriickfiihrt (also fv: fund E = g) bilden diese eine Bijektion zwischen
den stetigen punktierten Abbildungen (X, zo) — Q(Y,yo) und den stetigen punktierten
Abbildungen (X, z¢) — (Y, yo)-

Wegen der Adjunktion C' 4 P entspricht fiir einen punktierten topologischen Raum (X, x)
die kanonische Einbettung Q(X, z¢) <— P(X, o) einer stetigen Abbildung:

(68) CQX, zo) = (X, mo), [(v, )] = (1)

sowie die kanonischen Projektion C'(X, z¢) — X(X, x¢) einer stetigen Abbildung:

(69) (X, x0) = PY(X,x0),x — (t — [(x,1)])

Diese stetigen Abbildungen faktorisieren jeweils iiber Einheit und Koeinheit der Adjunk-
tion X H Q.

5. HOPF-KONSTRUKTION

Fiir topologische Rdume X und Y sind der Verbund X Y und die Einhdngung (X xY')
beide Quotientenrdume des Raumes X x Y x [0, 1]. Die Aquivalenzrelation des Verbundes
(wo X xY x {0} und X xY x {1} jeweils entlang von X und Y kollabiert werden) ist
jedoch schwicher als die der Einhdngung (wo X X Y x {0} und X x Y x {1} jeweils
komplett kollabiert werden), woraus sich eine kanonische stetige Abbildung:

(70) H:XxY - S(X xY), [(z,y,t)] = [(z,y,1)]
ergibt.

Definition 5.1 (Hopf-Konstruktion). Fir topologische Riume X, Y und Z sowie eine
stetige Abbildung f: X XY — Z ist:

(71) Hy:=%YfoH: XxY = XZ
thre Hopf-Konstruktion.

Da die Einhdngung ¥ nach Lemma (3.25) und die Komposition o nach Lemma (XXXX)
jeweils Homotopien erhalten, ist die Hopf-Konstruktion eine wohldefinierte Abbildung:

(72) H:[X xY,Z] = [X «Y,%Z],[f] — [H/]



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 19

Beispiel 5.2. Fir Y = {0} ergibt sich nach Beispiel (XXXX) eine stetige Abbildung
H: [X,Z] - [CX,XZ] und fir Y = {0;1} (mit diskreter Topologie) erqibt sich nach
Beispiel (XXXX) eine stetige Abbildung H: [X, Z]+ [ X, Z] — [£X,XZ].

Fiir eine topologische Gruppe X gibt es eine kanonische stetige Abbildung X «X — XX,
namlich die Hopf-Konstruktion der Verkniipfung X x X — X.

Fiir eine Sphire S"~! mit Gruppenstruktur (nur moglich fiir n = 1;2;4; 8 durch S° & Z,
St~ TU(1), §* = SU(2) und ST mit Moufang-Struktur), also insbesondere einer Verkniip-
fung f: S" ! x 8"t — §"1 ist ihre Hopf-Konstruktion mit den Beispielen (XXXX) und
(XXXX) eine Abbildung H;: S**~t — ™.

Die Hopf-Konstruktion erzeugt eine Verbindung von Kohomotopien. Mit Z = S™ und
Y7 = 8" nach Lemma (XXXX) ist die Hopf-Konstruktion eine stetige Abbildung
(X xY) = " THX xY).

6. TopDA-KLAMMER

Fiir eine Sequenz W xS v 7 der go f und h o g nullhomotop sind,
faktorisieren diese nach Lemma iber W — CW and X — C'X, wobei die stetigen
Abbildungen ¢: CW — Y und ¢: CX — Z nicht unbedingt eindeutig bis auf Homotopie
sind und h o ¢ # 1) o C'f gelten kann:

w—t x4 .y .,y
I : /
TWwW d)
v
CW —0CX
T

Jedoch ist die Prakomposition mit ¢y gleich wegen hogpoiy =hogo f=w9oixo f=
Yo Cf oidy. Mit Lemma (3.8) induziert die universelle Eigenschaft des Faserproduktes
eine stetige Abbildung XW — Z:

WY, ow

y

7. WEDGE-PRODUKT

Definition 7.1.
{*}: T X
*=Y
Y——XVY
[?, Def. 1.21]
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X
Y(/ \Z( Z
Y
| |
Y/X¢ 2/ X— (Z/X)/(Y/X)

Lemma 7.2. Das Wedge-Produkt ist assoziativ bis auf Homoomorphie. Fiir topologische
Raume X, Y und Z ist:

(73) (XVY)VZ=XV(YVZ).
Beweis. XXXX [l
{*}( XX X\
W \
*—20 Y( X \/ Y

(XVY)VZ

YVZ—— XV (Y VZ)

Das Smash-Produkt kann sowohl als Faser- als auch als Kofaserprodukt dargestellt wer-
den:

XANY — X XVY—— X xY
L | o
Ye— X VY {x}—— X AY

Lemma 7.3. Fir punktierte topologische Riume X undY ist (X VY)/X 2Y.
Mit Korollar (XXXX) ist analog (X VY)/Y = X.

Beweis. Das folgt aus der Kombination zweier kokartesischer Diagramme zu einem ge-
meinsamen kokartesischen Diagramm:

=X {*}

I

YO S XVY — (XVY)/X2Y

Das linke kokartesische Diagramm ist das des Wedge-Produktes X V Y, das rechte ko-
kartesische Diagramm ist das des Quotientenraumes (X V Y)/X und das des gesamten
Diagrammes durch Kombination daher ebensd] das des Quotientenraumes (X VY)/X,
sowie trivialerweise ebenso das von Y. Die Behauptung folgt aus der Eindeutigkeit des
Kofaserproduktes bis auf Isomorphieﬂ. O

IXXXX
2X XXX
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Lemma 7.4. Fir topologische Riume X und Y ist:
(74) (X+Y)y =X, VY,

Beweis. Das folgt aus der Kombination zweier kokartesischer Diagramme zu einem ge-
meinsamen kokartesischen Diagramm:

X

[

{}—— Xy

|

YO Y, X, VY,

(75) XoVYy=Xo+ Ve 2X 4 (1 +Y) =X, +Y = (X +Y)y

O
Lemma 7.5. Fir topologische Riume X und Y ist:
(76) (X+Y) =X"VvY"
Bewers. XXXX O

7.1. WEDGE-PRODUKT ALS FUNKTOR

*—1Y0

SN

(s}, X Y

S

Aa——AVX —AVY
AV

~__ Y-

8. SMASH-PRODUKT

Definition 8.1 (Smash-Produkt). Fir punktierte topologische Riume (X, xq) und (Y, yo)
18t:

(77) XAY =XxY/(XVY)=(XxY)/(X x{y}U{ze} xY)
ihr Smash-Produkt. [?, Def. 1.21]
Der Name ergibt sich aus X A {x} ~ {x} fiir jeden topologischen Raum X.

Lemma 8.2. Das Smash-Produkt ist assoziativ bis auf Homotopiedquivalenz. Fir topolo-
gische Riume X, Y und Z ist:

(78) (XAYVIAZEXA(YAZ)

Beweis. Nach Lemma (XXXX) sind die Diagramme {*} <+ (X VY)V Z — O
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Lemma 8.3. Fliir punktierte topologische Riume X, Y und Z mit letzterem lokalkompakt
18t:

(79) (XVY)ANZ=(XNZ)V(Y NZ).
Beweis.
{*}: k=T X
*—=Y
Y—XVY

XV ———X xZ

l |

YvZ {x)¢ XAZ

| |

YXZ—YANZ—(XANZ)V (Y AZ)

O

Lemma 8.4. Das Smash-Produkt ist kommutativ bis auf Homdéomorphie. Fiir topologische
Riume X undY ist:

(80) XAY =Y AKX

Beweis. ]
Lemma 8.5. Fiir topologische Riume X undY qilt die Homotopiedquivalenz:

(81) XxY ERXAY)

Bewers. XXXX L]
Lemma 8.6. Fiir topologische Riume X undY ist:

(82) (X xXY) . =ZX, AY,.

Beweis. XXXX ]
Lemma 8.7. Fir lokalkompakte Hausdorff-Riume X und Y ist: [?, p. 87|

(83) (X XY)=X"AY™

Bewers. XXXX O

Lemma 8.8. Fiir topologische Raume X und Y ist:
(84) XiAY = (X xY) /(X x {yo}).

Bewers. XXXX
Xy ANY = (X xY)/({#} x YUX, x{yo}) = [(X3 x V) \ ({x} x YUX; x {yo})]"
(85) = [X X (Y \{yo})]" = [(X x Y)\ (X x {yo})]" = (X xY)/(X x{vo})
O
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X NYp = (X YK x {x]) = (X x V) \ (X x )]
(86) = X x (Y \ D] = (X x V)"

Aus dem Vergleich von Definition (2.1) des reduzierten Kegels mit Definition (8.1]) des
Smash-Produktes folgt direkt:

Korollar 8.9. Der reduzierte Kegel ist ein spezielles Smash-Produkt. Fir einen punktier-
ten topologischen Raum (X, xo) ist:

(87) C(X, x0) = (X, 20) A ([0,1],1).

Beweis. XXXX O

Lemma 8.10. Der reduzierte Kegel ist ein spezielles Smash-Produkt. Fiir einen punktier-
ten topologischen Raum (X, xq) ist:

(88) C(X, o) := (X, x0) A ([0, 1], 1).

Beweis. XXXX U
Aus der Kombination von Korollar (8.12]) mit Beispiel (XXXX) folgt direkt:

Korollar 8.11. Der Kegel ist ein spezielles Smash-Produkt. Fiir einen topologischen Raum
X st (wobei Xy := X + {x}):

(89) CX = X, A([0,1],1).

Lemma 8.12. Die reduzierte Einhdingung ist ein spezielles Smash-Produkt. Fir einen
punktierten topologischen Raum (X, xq) ist:

(90) N(X, x0) == (X, 20) A S*.

Beweis. XXXX O

Beispiel 8.13. Der reduzierte Kegel ist ein spezielles Smash-Produkt. Fir einen punk-
tierten topologischen Raum (X, xg) ist Ci(X,z0) = (X, x0) A ([0,1],1).

Fiir die Einhdngung des Smash-Produktes folgt:
91) X"WAZ"Z=(S"AYIA(S"ANZ)2(S"AS)IANY ANZ) ="V A Z).
fsz-‘—n

Lemma 8.14. Fir punktierte topologische Riume (X, xo), (Y,yo) und (Z,zo) mit Y lo-
kalkompakt ist:

(92) Top, (X NY, Z) = Top, (X, Top*(Y, Z)).

Beweis. Betrachte die Abbildungen:

(93) ¢: Top,(X AY, Z) — Top, (X, Top,(Y, Z)), (f)(2)(y) = f([(z,9)])
(94) : Top, (X, Top, (Y, Z)) — Top, (X A Y, Z),4(9)([(z,y)]) = g(x)(y).
¥(g) ist wohldefiniert. Fiir x,2’ € X und y,¢y' € Y ist:

(95) (9)([(z,90)]) = g(x)(y0) = 20 = g(x") (y0) = »(g)([(+", y0)])
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(96)  D(9)([(z0, ¥)]) = g(w0)(y) = c(y) = c(y) = g(wo)(¥") = ¥ (9)([(wo,)].
¢ und 1) sind stetig. Sei U C Z offen, dann ist g(x) 1 (U) C Y offen.
97) ¥(g) " (U) ={[(z,9)] € X ANY|g(z)(y) € U} = {[(z,y)] € X AYly € g(x) " (U)}

Die kanonische Projektion 7: X x Y — X AY ist stetig, womit die induzierte Abbildung
Top, (7,Y): Top, (X AY,Z) = Top,(X x Y, Z) stetig ist.

¢ und v sind zueinander invers, da:

(98) V(o)) [z, y)]) = o(f)(@)(y) = f([(=,9)])
(99) o(1(9))(x)(y) = ¥(9)([(z,y)]) = g(x)(y).

Fiir den Spezialfall Y = S! (lokalkompakt da kompakt) folgt mit Lemma (4.4):
(100)  Top, (XX, Z) = Top,(X A S', Z) = Top, (X, Top*(S", Z)) = Top, (X, QZ).
Fiir den Spezialfall Y = S™ (lokalkompakt da kompakt) folgt mit Lemma (4.4)):

(101) Top,(X"X, Z) = Top, (X AS", Z) = Top, (X, Top*(S", Z)) = Top, (X, Q" 7).

8.1. SMASH-PRODUKT ALS FUNKTOR
XXXX

9. ABBILDUNGSZYLINDER

Der Abbildungszylinder ist eine topologische Konstruktion, die einer stetigen Abbildung
zwischen topologischen Réumen einen topologischen Raum zuordnet. Durch die Verbin-
dung ihrer topologischen Eigenschaften, kann statt der stetigen Abbildung stattdessen ihr
Abbildungszylinder untersucht werden.

Definition 9.1 (Abbildungszylinder). Fir topologische Riume X und Y sowie eine ste-
tige Abbildung f: X — Y ist das Kofaserprodukt:

x— 71 Ly

(id,O)Jj l

X x [0,1] — Cyl(f)
der Abbildungszylinder.

Beispiel 9.2. Zylinder und Kegel sind spezielle Abbildungszylinder. Fir einen topologi-
schen Raum X ist:

(102) Cyl(idy) = X x [0;1]

(103) Cyl(X & {+}) 2 CX.

Aus der universellen Eigenschaft des Kofaserproduktes folgt: Es gibt eine kanonische
stetige Abbildung Cyl(f) — Y x [0;1], sodass f x id: X x [0;1] = Y x [0;1] und ¥V —
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Y x [0; 1] tiber sie faktorisieren. Es gibt eine kanonische stetige Abbildung Cone(f xid) —
Cone(f) x [0;1].

fxid

x—1 .y [0 1] — 2y (051
(id,0) (id,0) l
x [0;1] —— Cyl X x [0;1] x [0;1] —— Cone(f x id)
fxid
Y x [0;1] Cone(f) x

Die stetige Abbildung C'X x [0;1] — C(X x [0;1]), ([(x, s)],t) — [((z,t), s)] induziert eine
stetige Abbildung Cyl(C'f) — C Cyl(f). Die stetige Abbildung XX x [0;1] — (X X
[0; 1)), ([(z, s)],t) — [((x,t), s)] induziert eine stetige Abbildung Cyl(Xf) — X Cyl(f).

Lemma 9.3. Die Abbildung X — Cyl(f) ist eine Hurewicz-Kofaserung.
Bewers. XXXX O

Lemma 9.4. Die AbbildungY — Cyl(f) ist eine Homotopiedquivalenz und eine Hurewicz-
Kofaserung.

Beweis. XXXX O

Lemma 9.5. f ist eine Hurewicz-Kofaserung genau dann, wenn X x [0,1] — Cyl(f) eine
stetige Retraktion besitzt.

Bewers. XXXX O

Lemma 9.6. f ist eine Homotopieiquivalenz genau dann, wenn X — Cyl(f) ein Defor-
mationsretrakt ist.

Beweis. XXXX U
Lemma 9.7. Es gilt:

(104) Cone(S™ — RP") =2 RP"t!

(105) Cone(S5?"*t — CP") = CP™!

Beweis. (Siehe MSE, Frage 4576498) XXXX O

Beweis. Aus der Kombination zweier kokartesischer Diagramme zu einem gemeinsamen
kokartesischen Diagramm:

X {x} Y

L]

X x[0;1] — CX —CX VY

folgt fiir den Abbildungszylinder einer konstanten Abbildungﬂ:
(106) Cyl(const: X - Y)=CX VY

3Dabei ist Y rechts durch dessen Bild punktiert.

[0;1]
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Lemma 9.8. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rédumen X
und Y ust:

(107) Cyl(Cf) = C Cyl(f).

Beweis. Mit den Lemmata (XXXX) und (XXXX) ist:

(108) Cyl(Cf) £ C2X VY = C(CX VY) = O Cyl(f).
O

Lemma 9.9. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rédumen X
und Y ust:

(109) Cyl(f;) = Cone(f) + [0; 1]
Bewers. XXXX O

Lemma 9.10. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen lokalkompakten Hausdorff-
Raumen X und Y (sodass die Fortsetzung f*: X* — Y* existiert) ist:

(110) Cyl(f*) =777
Bewers. XXXX O

9.1. ABBILDUNGSZYLINDER VON KOMPOSITIONEN

Seien X, Y und Z topologische Rédume sowie f: X — Y und ¢g: Y — Z stetig.
Aus der universellen Eigenschaft des Kofaserproduktes folgt die Existenz einer kanoni-
schen Sequenz Y — Cyl(f) — Cyl(g o f) — Cyl(g) stetiger Abbildungen, der kurzen
Abbildungszylinder-Sequenz:

X

(id,O)Jj l

X x [0,1] —— Cyl(f) 4 auor Cyl(g o f)

\ [
(fid)
X

Fiir eine lange Sequenz ist noch eine verbindende Abbildung fiir je zwei solcher Sequenzen
notwendig. Durch Kontraktion von Z < Cyl(g) auf einen Punkt ergibt sich CY', womit
sich die Abbildungszylindersequenz fiir die Kegelabbildungen anschlieften lésst:

i\ ClX\ CX x [0;1]
Lo

Cyl(g) CcY Cyl(Cf)
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Korollar 9.11 (Abbildungszylinder-Sequenz). Es ergibt sich eine lange Sequenz stetiger
Abbildungen zwischen Abbildungszylindern:

Y —— Cyl(f) —— Cyl(g o f) ———= Cyl(yg)

cYy Cyl(Cf) —— Cyl(C(g o f)) —= Cyl(Cyg)

9.2. ANWENDUNG DES ABBILDUNGSZYLINDERS
10. ABBILDUNGSKOZYLINDER

Der Abbildungskozylinder ist eine topologische Konstruktion, die einer stetigen Ab-
bildung zwischen topologischen Rdumen einen topologischen Raum zuordnet. Durch die
Verbindung ihrer topologischen Eigenschaften, kann statt der stetigen Abbildung statt-
dessen ihr Abbildungskozylinder untersucht werden.

Die Definition des Abbildungskozylinders ist dabei dual zu der Definition des Ab-
bildungszylinders.

Definition 10.1 (Abbildungskozylinder). Fiir topologische Riume X und Y sowie eine
stetige Abbildung f: X — Y ist das Faserprodukt:

Cocyl(f) — Y0:1l

der Abbildungskozylinder.

Beispiel 10.2. Fliir einen topologischen Raum X ist:

(111) Cocyl(idy) = X101
(112) Cocyl(X N =X
(113) Cocyl({*} ==2% X) = P(X, x)

Die stetige Abbildung C(YO) — (OO [(v,4)] = (s = [(v(s),t)]) induziert
eine stetige Abbildung C Cocyl(f) — Cocyl(C'f). Die stetige Abbildung (Y1) —
(SO (4, 8)] = (s = [(7(s),t)]) induziert eine stetige Abbildung X Cocyl(f) —
Cocyl(2f).

10.1. ABBILDUNGSKOZYLINDER VON KOMPOSITIONEN

Seien X, Y und Z topologische Rdume sowie f: X — Y und ¢g: Y — Z stetig. Aus
der universellen Eigenschaft des Faserproduktes folgt die Existenz einer kanonischen Se-
quenz Cocyl(f) — Cocyl(g o f) — Cocyl(g) — Y stetiger Abbildungen, der kurzen
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Abbildungskozylinder-Sequenz:

Cocyl(f) ——— Y101l
[ ' go—

U —

10.2. ANWENDUNG DES ABBILDUNGSKOZYLINDERS

11. ABBILDUNGSKEGEL

Der Abbildungskegel ist eine topologische Konstruktion, die einer stetigen Abbildung
zwischen topologischen Réumen einen topologischen Raum zuordnet. Durch die Verbin-
dung ihrer topologischen Eigenschaften, kann statt der stetigen Abbildung stattdessen ihr
Abbildungskegel untersucht werden.

Definition 11.1 (Abbildungskegel). Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen
topologischen Raumen X und Y ist das Kofaserprodukt:

x—71 .y

[(id,O)][ l

CX —— Cone(f)
der Abbildungskegel.

Definition 11.2 (Reduzierter Abbildungskegel). Fir eine stetige Abbildung f: (X, x¢) —
(Y, o) zwischen punktierten topologischen Raumen (X, zo) und (Y, yo) ist das Kofaserpro-
dukt:

(X, o) % (Y, %)

[(id,O)]Jj l

C(X,x9) — Cone,(f)
der reduzierte Abbildungskegel.

Beispiel 11.3. Kegel und Einhdngung sind spezielle Abbildungskegel. Fir einen topologi-
schen Raum X ist:

(114) Cone(idx) = CX

(115) Cone(X =5 {x}) = ¥.X.
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Aus der universellen Eigenschaft des Kofaserproduktes folgt: Es gibt eine kanonische

stetige Abbildung Cone(f) — CY, sodass C'f: CX — CY und Y < CY iiber sie fakto-
risieren.
Wird im Diagramm in Definition des Abbildungskegels einmal f: X — Y durch
Cf: CX — CY ersetzt (wobei sich ein kokartesisches Diagramm nach Cone(C'f) er-
gibt) und einmal C' darauf angewendet (wobei sich ein kommutatives Diagramm nach
C' Cone(f) ergibt), folgt aus der universellen Eigenschaft des Kofaserproduktes die Exis-
tenz einer kanonischen stetige Abbildung Cone(C'f) — C Cone(f):

cx — Loy

C[(id,O)][ J/

C?X —— Cone(C'f)

~

g’Cone(f)

Lemma 11.4. Fir eine Homotopiedquivalenz f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
X und Y ist Cone(f) zusammenziehbar.

Bewers. XXXX O

Lemma 11.5. Fliir eine nullhomotope stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen
Raumen X undY 1ust:

(116) Cone(f) = X VY.

Beweis. Aus der Kombination zweier kokartesischer Diagramme zu einem gemeinsamen
kokartesischen Diagramm:

)f {x} Y
CX X YXVY
folgt fiir den Abbildungskegel einer konstanten Abbildunﬂ
(117) Cone(const: X - Y)=EX VY
Die Behauptung folgt aus Lemma (XXXX). O

Lemma 11.6. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen X
und Y ist:

(118) Cone(Xf) < ¥ Cone(f).

Beweis. Mit den Lemmata (XXXX) und (XXXX) ist:
(119) Cone(2f) = $2X VIY = £(EX VY) = 3 Cone(f)
O

Lemma 11.7. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen X
und Y ust:

(120) Cone(f}) = Cone(f) V [0;1]
“Dabei ist Y rechts durch dessen Bild punktiert.
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Beweis. XXXX [l

Lemma 11.8. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen lokalkompakten Hausdorff-
Raumen X und Y (sodass die Fortsetzung f*: X* — Y* existiert) ist:

(121) Cone(f*) =7777
Beweis. XXXX ]

Lemma 11.9. Fir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen X
und Y ist:

(122) Cone(Y — Cone(f)) L yX.
Beweis. XXXX [l

Lemma 11.10. Fir eine Kofaserung f: X — Y zwischen topologischen Rdiumen X und
Y ist die kanonische stetige Abbildung Cone(f) — Y/f(X):

x—1 .y

[(id,O)][ J

CX —— Cone(f)
!l RN
> >
{x} Y/f(X)
eine Homotopiedquivalenz.
Beweis. Nach Lemma (XXXX) ist CX — Cone(f) eine Kofaserung. XXXX O

11.1. ABBILDUNGSKEGEL VON KOMPOSITIONEN

Seien X, Y und Z topologische Raume sowie f: X — Y und ¢g: Y — Z stetig. Aus
der universellen Eigenschaft des Kofaserproduktes folgt die Existenz einer kanonischen
Sequenz Y — Cone(f) — Cone(g o f) — Cone(g) stetiger Abbildungen, der kurzen
Abbildungskegel-Sequenz:

x—1 .y d Z
[(id,o)][ J l
CX —— Cone(f) H(d,0Cone(g o f)

Cr=[(fid)] >

CY ———— Cone(g)

Fiir eine lange Sequenz ist noch eine verbindende Abbildung fiir je zwei solcher Sequenzen
notwendig. Durch Kontraktion von Z < Cone(g) auf einen Punkt ergibt sich XY, womit
sich die Abbildungszylindersequenz fiir die Einhdngungsabbildungen anschlieffen lésst:

AT
NN

Cone(g) XY Cone(Xf)
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Korollar 11.11 (Lange Abbildungskegel-Sequenz). Es ergibt sich eine lange Sequenz
stetiger Abbildungen zwischen Abbildungskegeln:

Y —— Cone(f) — Cone(g o f) ——— Cone(g)

XY Cone(X f) —— Cone(X(g o f)) —— Cone(Xg)

11.2. ANWENDUNG DES ABBILDUNGSKEGELS
12. HOMOTOPIEFASERPRODUKTE

Ein Nachteil des Faserproduktes ist nach XXXX, dass selbst die Verwendung von zu
den urspriinglichen homotopen Abbildungen auf ein komplett anderes, nicht einmal zum
urspriinglichen homéomorphes oder homotopiedquivalentes Faserprodukt fiihren kann.
Das Faserprodukt ist aufgrund dieser fehlenden Homotopieinvarianz daher keine ideale
Konstruktion fiir die Homotopietheorie und muss durch eine allgemeinere Konstruktion
ersetzt werden, in der die Homotopien der eingehenden Abbildungen (bis auf Homotopie-
dquivalenz) keine Auswirkungen mehr haben.

Definition 12.1 (Homotopiefaserprodukt). Fir einen Span X lady topologischer

evy

Riume ist der Limes des Diagramms X EN L (R RN Y, welcher als doppeltes
Faserprodukt ausgedriickt werden kann:

h
(123) X XY =X x, AP, v

wobei das entsprechende Diagramm gegeben ist durch:

h
X x4 Y ——Cocyl(g) — Y

Cocyl(f) AN —— A
X — A

deren Homotopiefaserprodukt.

Beispiel 12.2. Abbildungskozylinder einer stetigen Abbildung f: A — X topologischer
Riume A und X st ein spezielles Homotopiefaserprodukt durch:

(124) Cocyl(f) = X x4 A.

Beispiel 12.3 (Homotopiefaser als Homotopiefaserprodukt). Die Homotopiefaser ist ein
spezielles Homotopiefaserprodukt. Fiir topologische Riume X und Y sowie einen Punkt
yo €Y st fir die Inklusion i: {yo} — Y, yo — yo:

(125)

X %y (g0} = {(z.7,50) € X x YOU x {55}}1(0) = £(x),7(1) = 5o} = Hofiby, (f).
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Aus den Beispielen (??) und (??) folgt, dass der Weg- und Schleifenraum spezielle
Homotopiefaserprodukte sind:

Beispiel 12.4. Wege- und Schleifenraum eines punktierten topologischen Raumes (X, xo)
sind spezielle Homotopiekofaserprodukte durch:

(126) P(X, 20) 2 X Xx {z0}

(127) Q(X, 20) = {wo} %x {20}

Die entscheidende Eigenschaft des Homotopiefaserproduktes ist dessen Eindeutigkeit
bis auf Homotopiedquivalenz bei der Betrachtung verschiedener zueinander homotoper
Abbildungen.

Lemma 12.5. Fir homotope Abbildungen f ~ f': X — A sowie g ~ ¢': Y — A sind die
Homotopiekofaserprodukte der Spans X LAl yudx L ady homotopiedquiva-

lent.

Bewers. XXXX O

Bemerkung 12.6. Die Behauptung aus Lemma (XXXX), dass homotope Abbildungen ho-
motopiedquivalenten Abbildungskozylinder haben, ist eine direkte Folgerung aus der Kom-

bination von Lemma mit Beispiel .
13. HOMOTOPIEKOFASERPRODUKTE

Ein Nachteil des Kofaserproduktes ist nach XXXX, dass selbst die Verwendung von zu
den urspriinglichen homotopen Abbildungen auf ein komplett anderes, nicht einmal zum
urspriinglichen homéomorphes oder homotopiedquivalentes Kofaserprodukt fithren kann.
Das Kofaserprodukt ist aufgrund dieser fehlenden Homotopieinvarianz daher keine ideale
Konstruktion fiir die Homotopietheorie und muss durch eine allgemeinere Konstruktion
ersetzt werden, in der die Homotopien der eingehenden Abbildungen (bis auf Homotopie-
dquivalenz) keine Auswirkungen mehr haben.

Definition 13.1 (Homotopiekofaserprodukt). Fiir einen Kospan X lasy topologi-

scher Rdume ist der Kolimes des Diagramms X RN 0, 1] Jdal) g g, Y,

welcher als doppeltes Kofaserprodukt ausgedriickt werden kann:
h
(128) X4+aY =X+4(Ax[0,1])+4Y
wobei das entsprechende Diagramm gegeben ist durch:
A—2 Ly

(idA’l) J{

A8 410, 1] —— Cyl(g)

] |

h
X——Cyl(f) — X +4 Y

deren Homotopiekofaserprodukt.

Beispiel 13.2. Abbildungszylinder und Abbildungskegel einer stetigen Abbildung f: A —
X topologischer Riume A und X sind spezielle Homotopiekofaserprodukte durch:

(129) Cyl(f) = X 44 A



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 33

(130) Cone(f) =2 X %h—A {*}

Beispiel 13.3. Zylinder und Einhdngung eines topologischen Raumes X sind spezielle
Homotopiekofaserprodukte durch:

(131) CX =X Yy {#)

(132) DX 2 {+} $x {4}

Die entscheidende Eigenschaft des Homotopiekofaserproduktes ist dessen Eindeutigkeit
bis auf Homotopiedquivalenz bei der Betrachtung verschiedener zueinander homotoper
Abbildungen.

Lemma 13.4. Fir homotope Abbildungen f ~ f': A — X sowie g ~ ¢ : A —Y sind die

Homotopiekofaserprodukte der Spans X LAasyumdx L aly homotopiedquiva-
lent.

Beweis. XXXX O

Bemerkung 13.5. Die Behauptung aus den Lemmata (XXXX) und (XXXX), dass ho-
motope Abbildungen homotopiedquivalenten Abbildungszylinder und -kegel haben, ist eine
direkte Folgerung aus der Kombination von Lemma mit Beispiel .

14. VERBANDE
14.1. GEWOHNLICHER VERBUND
Definition 14.1 (Verbund). Fiir topologische Riume X und Y ist das Homotopiekofa-
serprodukt:
(133) X4V =X $xoy YV i= (X XY x [0,1])/ ~
thr Verbund

Lemma 14.2. Der Verbund ist assoziativ bis auf Homdéomorphie. Fir topologische Rdume
X, Y und Z ist:

(134) (X+Y)%Z 2 X% (Y *2).

Beweis. XXXX
(135) (X*Y)*Z = X x (Y x2),[([(z,y,5)],2,1)] = [(z,[(y, 2, 1)], s)]
O

Lemma 14.3. Der Verbund ist kommutativ bis auf Homdbomorphie. Fiir topologische
Riume X und Y ist:

(136) XY 2Y *X.

Beweis. XXXX
(137) XxY =Y * X, [(z,y,t)] = [(y,z,1 = t)]
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Lemma 14.4. Fir stetige Abbildungen f: X — Y und g: X' — Y’ zwischen topologi-
schen Raumen X, Y, X' und Y’ ist die Abbildung:

(138) frg: X« X' =YY [(z,2,0)] = [(y,y,1)]

wohldefiniert und stetig.

Beweis. XXXX O
Lemma 14.5. Fiir topologische Rdaume X und Y 1ist:

(139) X*xY =(CX XY)+xxy (X xCY)

Beweis. 0

Fiir die Fundamentalgruppe des Verbundes folgt mit dem Satz von Seifert-van Kampen
() sowie

7T1(X*Y) = 7T1(CX X Y) +7r1(X><Y) 7T1(X X CY)
= (Wl(CX) ><7T1(Y)) +7|-1(X)><7|-1(Y) (7T1(X) X 7T1(CY))
S—— ——

=1 =1

(140) = 1(X) +rmy(x)xm ) T1(Y)

Lemma 14.6. Der Kegel ist der Verbund mit dem einpunktigen Raum. Fir einen topo-
logischen Raum X ist:

(141) CX ~ X x{0}.
Beweis. XXXX O

Lemma 14.7. Die Einhdingung ist der Verbund mit dem diskreten zweipunktigen Raum.
Fiir einen topologischen Raum X ist:

(142) SX ~ X *{0;1}.
Bewers. XXXX O
(143) T (SX) = (X {0;1}) = m1(X) +ry (x)xm (0511 T1({0; 1})

14.2. MILNOR-VERBUND

Lemma 14.8. Fiir topologische Riume X und Y sind X — X xY und Y — X xY
abgeschlossene Hurewicz-Kofaserungen.

Beweis. XXXX [l

Lemma 14.9. Flir topologische Riume X undY ist X xY — X*Y eine Homotopieiqui-
valenz. Sind X und'Y kompakt, dann sogar ein Homdomorphismus.

Bewers. XXXX O

Lemma 14.10 (Koverbund). Es gibt keinen Koverbund. Fiir topologische Riume X und
Y ist fiir das Homotopiefaserprodukt:

h
(144) X XX4+Y Y = @

Beweis. XXXX O
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15. FASERUNGEN UND KOFASERUNGEN
15.1. HUREWICZ—FASERUNGEN

Definition 15.1 (Hurewicz-Faserung). Fiir topologische Riume X und 'Y ist eine stetige
Abbildung f: X — Y, welche fiir alle topologischen Riume A die (Rechts)hochhebungseigenschaft
beziiglich der Inklusion (id,0): A < A x [0,1] hat (Homotopiehochhebungseigenschaft be-
ziiglich A):

eine Hurewicz-Faserung.

Beispiel 15.2. Fiir einen topologischen Raum B ist die Inklusion (id,0): B < B x [0, 1]
keine Hurewicz-Faserung, es gibt keine Hochhebung h mit (idg,0) o h = (f,id), denn fir
jedes a € A ist (h(a,1),0) # (a,1):

f

A—"1 p
(idA,O)l - l(idB,O)
A x[0,1] — B x [0, 1]
(Fid)

Lemma 15.3. Die Komposition von Hurewicz-Faserungen ist eine Hurwicz-Faserung.

Dieses Lemma gilt allgemein fiir eine Klasse von Morphismen, welche die Rechtshoch-
hebungseigenschaft beziiglich einer anderen Klasse von Morphismen erfiillen, was durch
rein kategorientheoretische Argumente in der Homotopischen Algebra beweisen lésst.

Beweis. XXXX U
Lemma 15.4. Hurewicz-Faserungen sind stabil unter Basiswechsel.

Dieses Lemma gilt allgemein fiir eine Klasse von Morphismen, welche die Rechtshoch-
hebungseigenschaft beziiglich einer anderen Klasse von Morphismen erfiillen, was durch
rein kategorientheoretische Argumente in der Homotopischen Algebra beweisen lasst.

Bewers. XXXX O
Lemma 15.5. Jede Uberlagerung ist eine Hurewicz-Faserung.
Bewers. XXXX O

Lemma 15.6. Jedes Faserbiindel mit einem parakompakten Hausdorff-Raum als Basis-
raum ist eine Hurewicz-Faserung.

Bewers. XXXX O
15.2. SERRE-FASERUNGEN

Definition 15.7 (Serre-Faserung). Fir topologische Riume E und B ist eine stetige
Abbildung p: E — B, welche fiir alle n € N die (Rechts)hochhebungseigenschaft beziiglich
der Inklusion (id,0): D™ < D™ x [0, 1] hat:

D" — E
(id,0) PR g lp
D" x[0,1] — B

eine Serre-Faserung.
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Beispiel 15.8. Die kanonische Projektion w: B x F — B 1ist eine Serre-Faserung:

pr— L  B«F

_ Ed
(id,O)[ -7 lp

-
-

D" x[0,1] ——B
Lemma 15.9. Die Komposition von Serre-Faserungen ist eine Serre-Faserung.

Dieses Lemma gilt allgemein fiir eine Klasse von Morphismen, welche die Rechtshoch-
hebungseigenschaft beziiglich einer anderen Klasse von Morphismen erfiillen, was durch
rein kategorientheoretische Argumente in der Homotopischen Algebra beweisen lasst.

Beweis. XXXX 0
Lemma 15.10. Serre-Faserungen sind stabil unter Basiswechsel.

Dieses Lemma gilt allgemein fiir eine Klasse von Morphismen, welche die Rechtshoch-
hebungseigenschaft beziiglich einer anderen Klasse von Morphismen erfiillen, was durch
rein kategorientheoretische Argumente in der Homotopischen Algebra beweisen lésst.

Bewers. XXXX O
Korollar 15.11. Jede Hurewicz-Faserung ist eine Serre-Faserung.

Lemma 15.12. Jede Serre-Faserung zwischen CW-Komplexen ist eine Hurewicz-Faserung.

Beweis. XXXX O
Lemma 15.13. Jedes Faserbiindel ist eine Serre-Faserunyg.

Beweis. XXXX 0
Lemma 15.14. Fiir eine Serre-Faserung p: E — B ist:

(145) F, = p~'(b) — Hofiby(p), e +— (e, consty)

eine schwache Homotopiedquivalenz.

Uber F} = {y € E®U|y € F}} lisst sich diese Abbildung faktorisieren als:

Fb . i—)_coistj S Fb, v (7(0),po) HOﬁbb(p)
(1)
wobei die erste Abbildung ein Schnitt ist.
Beweis. O

Lemma 15.15. Fir eine Serre-Faserung p: E — B, eine Teilmenge By C B und einen
Punkt b € B ist mit Ey = p~Y(By) und e € p~1(b) die Abbildung:

(146) me(p): (B, Ey, €) — mx(B, By, b)
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. XXXX O
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15.3. HUREWICZ-KOFASERUNGEN

Definition 15.16 (Hurewicz-Kofaserung). Fiir topologische Riume X undY ist eine ste-
tige Abbildung f: X — Y, welche fiir alle topologischen Riume B die (Links)hochhebungseigenschaft
beziiglich der Evaluationsabbildung evy: B — B hat (Homotopicerweiterungseigen-

schaft beziiglich B):
X —— Bl

b
s
fl s levo
. s

Y —B
eine Hurewicz-Kofaserung.

Beispiel 15.17. Fir einen nicht total wequnzusammenhdngenden topologischen Raum A

ist die Fvaluation evy: AU — A keine Hurewicz-Kofaserung, andernfalls gibe es eine
Hochhebung h mit XXXX

Alo) o=, plo]

Pl
7
evo e evo
7

A /T> B
Eine Hurewicz-Kofaserung, deren Bild abgeschlossen ist, wird abgeschlossen genannt.

Lemma 15.18. Die Komposition von Hurewicz-Kofaserungen ist eine Hurwicz-Kofaserung.

Dieses Lemma gilt allgemein fiir eine Klasse von Morphismen, welche die Linkshoch-
hebungseigenschaft beziiglich einer anderen Klasse von Morphismen erfiillen, was durch
rein kategorientheoretische Argumente in der Homotopischen Algebra beweisen lasst.

Beweis. XXXX 0
Lemma 15.19. Hurewicz-Kofaserungen sind stabil unter Kobasiswechsel.

Dieses Lemma gilt allgemein fiir eine Klasse von Morphismen, welche die Linkshoch-
hebungseigenschaft beziiglich einer anderen Klasse von Morphismen erfiillen, was durch
rein kategorientheoretische Argumente in der Homotopischen Algebra beweisen lésst.

Beweis. XXXX O

Lemma 15.20. Jede Hurewicz-Kofaserung ist injektiv und ein Homdomorphismus auf
ihr Bild. Ist die Domdne (Bildraum) hausdorffsch, dann ist sie abgeschlossen.

Bewers. XXXX O

Lemma 15.21. Fiir topologische Rdume Y und Z gqibt es fir jede stetige Abbildung
g: Y — Z einen topologischen Raum X und eine Homotopiedquivalenz f: X — 'Y, sodass
go f: X — Z eine Hurewicz-Faserung ist.

Bewers. XXXX O
Lemma 15.22. Fiir topologische Rdaume X wund Z ¢ibt es fiir jede stetige Abbildung
h: X — Z einen topologischen Raum Y sowie:

I.) eine Homotopieiquivalenz f: X — Y wund eine Serre-Faserung g: Y — Z mit

h=gof.
I1.) eine Kofaserung f: X — Y wund eine Homotopiedquivalenz g: Y — Z mit h =

gof.
Beweis. XXXX O
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15.4. HUREWICZ-VERBINDUNGEN

Definition 15.23 (Hurewicz-Verbindung). Fir topologische Riume E und B und eine
stetige Abbildung m: E — B ist ein stetiger Schnitt der stetigen Abbildung m: EY —
Cocyl(m) eine Hurewicz-Verbindung.

Lemma 15.24 (Hurewicz-Verbindung). Fine stetige Abbildung w: E — B zwischen to-

pologischen Riumen E und B ist genau dann eine Hurewicz-Faserung, wenn m: EOY —
Cocyl(m),y = (7(0), 7 0 y) eine Hurewicz- Verbindung besitzt:

E01]

-

Beweis. =: Da 7 eine Hurewicz-Faserung ist, existiert eine stetige Hochhebung h: Cocyl(7) x
[0,1] — E fiir das Diagramm:

Cocyl(m) — F
(id,O)l b l
Cocyl(m) x |0, 1/] —— Cocyl(m) — B

welche unter der Adjunktion — x [0,1] 4 —[1 nach XXXX einer stetigen Abbildung
h: Cocyl(r) — EOY (e,4) = (t + h(e,v,t)) entspricht. Es gilt:

(147) (7T! o%)<€7 7) = 7T[(t = h(677vt)) = (h(6777 0>77T ° h(6777t)) = (677)7

wobei im letzten Schritt die beiden Eigenschaften der Hochhebung, also h(—,—,0) =
(Cocyl(r) — E) und 7 o h(—, —, —) = (Cocyl(m) — B), benutzt wurden.

<:Sei s: Cocyl(nr) — E%U eine Hurewicz-Verbindung (also stetiger Schnitt) von 7 : B0 —
Cocyl(7), dann entspricht diese unter der Adjunktion — x [0, 1] 4 —%! nach XXXX einer
stetigen Abbildung s: Cocyl(w) x [0,1] — E, (e,,t)(e,v)(t). O

16. MODELLSTRUKTUREN AUF Top
16.1. STROM-MODELLSTRUKTUR AUF Top

Definition 16.1 (Strgm-Modellstruktur auf Top). Auf der Kategorie Top der topologi-
schen Riume bilden die Klasse der Homotopiedquivalenzen als schwachen Aquivalenzen,
Hurewicz-Faserungen als Faserungen und abgeschlossenen Hurewicz-Kofaserungen als Ko-
faserungen, die Strgm-Modellstruktur mit welcher die Kategorie als Topg, notiert wird.

Lemma 16.2. In der Strom-Modellstruktur ist jeder topologsiche Raum fasernd.
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Beweis. Sei X ein topologischer Raum. Sei A ein weiterer topologischer Raum und ¢: A —
X stetig, dann gibt es eine Hochhebung:
A

X

womit X fasernd ist. ]
Lemma 16.3. In der Strom-Modellstruktur ist jeder topologsiche Raum kofasernd.

Beweis. SeiY ein topologischer Raum. Sei B ein weiteret topologischer Raum und ¢: Y —
B stetig, dann gibt es eine Hochhebung:

BO1]
C(V
B evo
d
Y B
P
womit Y kofasernd ist. O

16.2. QUILLEN-MODELLSTRUKTUR AUF Top

Definition 16.4 (Quillen-Modellstruktur auf Top). Auf der Kategorie Top der topo-
logischen Rdume bilden die Klasse der schwachen Homotopiedquivalenzen als schwachen
Aquivalenzen und Serre-Faserungen als Faserungen die Quillen-Modellstruktur mit wel-
cher die Kategorie als Topg, notiert wird.

Da Hurewicz-Faserungen nach Korollar insbesondere Serre-Faserungen und Ho-
motopiedquivalenzen nach Korollar (??) insbesondere schwache Homotopiedquivalenzen
sind, erhélt der Identitétsfunktor Id: Topg, — Topg, sowohl Faserungen als auch triviale
Faserungen. Es ergibt sich eine Quillen-Adjunktion:

Id
«—
TOpSt Ll(jiu TOpQu

Korollar 16.5. In der Quillen-Modellstruktur ist jeder topologische Raum fasernd.

16.3. GEMISCHTE MODELLSTRUKTUR AUF Top

Definition 16.6 (Gemischte Modellstruktur auf Top). Auf der Kategorie Top der topo-
logischen Rdume bilden die Klasse der schwachen Homotopiedquivalenzen als schwachen
Aquivalenzen und Hurewicz-Faserungen als Faserungen, die gemischte Modellstruktur mit
welcher die Kategorie als Top,,;, notiert wird.

Der Identitatstunktor Id: Top,,, — Topgq, erhilt triviale Faserungen per Definiti-
on und ebenso Faserungen, da Hurewicz-Faserungen nach Korollar (|15.11)) insbesonde-
re Serre-Faserungen sind. Der Identitatsfunktor Id: Topg, — Top,,;, erhélt Faserungen
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per Definition und ebenso triviale Faserungen, da Homotopiedquivalenzen nach Korol-
lar (??) insbesondere schwache Homotopiedquivalenzen sind. Es ergeben sich Quillen-
Adjunktionen:

1d 1d
— —
TOpSt +Qu Topmix +Qu TOpQu
1d Id

16.3.1. M-FASERNDE UND M-KOFASERNDE RAUME

Korollar 16.7. In der gemischten Modellstruktur ist jeder topologische Raum fasernd.

Definition 16.8 (m-kofasernder Raum). Ein topologischer Raum, welcher kofasernd in
der gemischten Modellstruktur ist, wird m-kofasernd genannt.

Lemma 16.9 (m-kofasernder Raum). Ein topologischer Raum ist genau dann m-kofasernd,
wenn er homotopiedquivalent zu einem CW-Komplex ist.

Beweis. XXXX O

Lemma 16.10. Fiir einen kompakten Hausdorff-Raum X und einen m-kofasernden Raum
Y ist Coo(X,Y) ein m-kofasernder Raum.

Beweis. XXXX O

17. FASERBUNDEL VON SPHAREN

Lemma 17.1. Fiir ein Faserbiindel S* — S™ — S™ istk=n—1 und m = 2n — 1.

Bewers. XXXX O
(148) Wi(SQ) = 7TZ‘(53) D Wi,l(Sl)

(149) mi(8") = m(8") & mi—1(S°)

(150) mi(8%) = m(S™%) @ mi_1(§")

(151) 730(S1%) # T30(S°") @ a9 (S7)

Korollar 17.2. Die hoheren Homotopiegruppen der 2- und 3-Sphdre sind isomorph.:
(152) me(S?) =2 1 (S?), k > 3.
Es gibt kein Faserbiindel:
(153) S1e— g3t — 816,
da XXXX.

18. SCHWARZ-GENUS
XXXX
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19. TOPOLOGISCHE KOMPLEXITAT
19.1. TOPOLOGISCHE KOMPLEXITAT VON TOPOLOGISCHEN RAUMEN

Definition 19.1 (Topologische Komplexitit). XXXX

Beispiel 19.2. Es ist TC(RP?) = 3, TC(CP?) = TC(CP?) = 4 und TC(S?* x S?) = 4.
7]
Beispiel 19.3. Die topologische Komplexitit der Kleinschen Flasche ist 5. |?|

Lemma 19.4. Fir eine Faserung f: X — Y zwischen topologischen Riaumen X und Y
15t:

(154) &1 X = X x Y,y = (7(0), f(7(1)))

eine Faserung.
Beweis. XXX U

Definition 19.5 (Topologische Komplexitét einer stetigen Abbildung). Fir eine stetige
Abbildung f: X — 'Y zwischen topologischen Riumen X und Y ist

(155) TC(f) == 9(&)

seine topologische Komplexitét.

Definition 19.6 (Topologische Komplexitét eines topologischen Raumes). Fir einen
topologischen Raum X ist die topologische Komplexitit seiner Identitdt:

(156) TC(X) := TC(idy)

seine topologische Komplexitéat.

Korollar 19.7. FEin top. Raum X ist genau dann zusammenziehbar, wenn TC(X) = 1.
Lemma 19.8. Fir die topologische Komplexitat der Sphdren gilt [?, Thrm. 8|:

2 ;n ungerade
3 ;n gerade

(157) TC(S™) = {

Beweis. XXXX O
Da die oo-Sphére nach Lemma (XXXX) zusammenziehbar ist, folgt mit Lemma (?7?):

Korollar 19.9. Fiir die topologische Komplexitit der oo-Sphdre gilt:
(158) TC(S*) =1

Lemma 19.10. Fir die topologische Komplexitat von Produkten gleicher Sphdren gilt |?,
Thrm. 13]|:

myny ) n+1 ;m ungerade
159 (CORES PO

Beweis. XXXX [l

Fiir m =1 folgt insbesondere die topologische Komplexitéit der Tori:

(160) TC(T™) = n + 1.
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Lemma 19.11. Fir die topologische Komplexitit der Z-Flachen gilt [?, Thrm. 9|:

)3 59<1
(161) TC(EQ)—{5 1

Beweis. g = 0: Es ist Xy = S? und daher TC(Xy) = TC(S?) = 3 nach Lemma (19.11]).
g = 1: Esist ¥; = T? und daher TC(X;) = TC(T?) = 3 nach Gleichung (160)). g > 1:
XXXX U

Lemma 19.12. FYir die topologische Komplexitit von verbundenen Summen gleicher reel
projektiver Raume gilt [?, Thrm. 1.3]:

XXXX ; XXXX
m\#N\ __ 3
(162) TC((RP™)™™) = { o o >2
Bewers. XXXX O
Fiir m = 2 folgt insbesondere die topologische Komplexitéit der =-Flachen |?, Thrm. 2|:
-\ _J 3 sh=1
(163) TC(E,) = { 4 h>2

Lemma 19.13. Fiir die topologische Komplexitit einer 2n-dimensionalen einfach zusam-
menhdngenden geschlossenen symplektischen Mannigfaltigkeit X gilt [?, Thrm. 1]:

(164) TC(X) =2n+ 1.

Bewers. XXXX O

Korollar 19.14. Fiir die topologische Komplexitit von komplex projektiven Rdume gilt
[?7, Crl. 2|:

(165) TC(CP™) =2n + 1.

Lemma 19.15. Die topologische Komplezitit der Kleinschen Flasche ist 4 |7, Thrm. 1].
Bewers. XXXX [l

Lemma 19.16. Fiir die topologische Komplexitit der Konfigurationsriume der euklidi-
schen Rdume gilt [?]:

(166) TC(Conf(R™, n)) = { 2n—1 ;m ungerade

2n —2 ;m gerade

Beweis. XXXX O

Lemma 19.17. Fiir eine Homotopierechtsinverse f: X — Y zwischen topologischen Rdu-
men X und Y (also eine stetige Abbildung, sodass eine stetige Abbildung g: Y — X mit
go f ~idyx ezistiert), gilt [?, Thrm. 3|:

(167) TC(X) < TC(Y).

Bewers. XXXX O

Korollar 19.18. Homotopiedquivalente topologische Raume haben die gleiche topologische
Komplexitt.
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Lemma 19.19. Fir wegzusammenhdingende metrische Riume X und Y gilt [?, Thrm.
11]:

(168) TC(X xY) <TC(X)+TC(Y)+ 1.
Beweis. XXXX [l

19.2. TOPOLOGISCHE KOMPLEXITAT VON STETIGEN ABBILDUNGEN
XXXX

19.3. TOPOLOGISCHE KOMPLEXITAT VON GRUPPEN
Definition 19.20. Fir eine Gruppe G ist:
(169) TC(G) := TC(BG)
thre topologische Komplexitat.

Definition 19.21. Fir einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen Gruppen G
und H ist:

(170) TC(¢) := TC(Bg)

seine topologische Komplexitit.

20. LUSTERNIK—SCHNIRELMANN-KATEGORIE
20.1. LUSTERNIK—SCHNIRELMANN-KATEGORIE VON TOPOLOGISCHEN RAUMEN

Definition 20.1 (Lusternik—Schnirelmann-Kategorie). XXXX

Beispiel 20.2. Es ist cat(RP?) = 2, cat(CP?) = cat(CP?) = 2 und cat(5? x §?%) = 2.
7]

Korollar 20.3. FEin top. Raum X ist genau dann zusammenziehbar, wenn cat(X) = 1.

Lemma 20.4. Fir die Lusternik—Schnirelmann-Kategorie der Sphdren gilt:

(171) cat(S™) =2

Bewers. XXXX O
Da die co-Sphére nach Lemma (XXXX) zusammenziehbar ist, folgt mit Lemma (?7):

Korollar 20.5. Fiir die Lusternik—Schnirelmann-Kategorie der co-Sphdre gilt:
(172) cat(S™) =1

Lemma 20.6. Fir n > 2k ist |?, Thrm. 1.3.]:

(173) cat Vi (R") = cat Vi, (H") = k
mit der in |?] benutzten Konvention cat(x) = 0.

Lemma 20.7. Es ist [?, Thrm. 1]:

(174) cat Vx(C") =k +1

mit der in |?]| benutzten Konvention cat(x) = 1.
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Lemma 20.8. Fiuir die Lusternik—Schnirelmann-Kategorie der unitiren und speziellen
unitdren Gruppe gilt [?, Thrm. 1]:

(175) cat U(n) =n+ 1;
(176) cat SU(n) = n.
mit der in |?] benutzten Konvention cat(x) = 1.

Lemma 20.9. Fir die Lusternik—Schnirelmann-Kategorie von XXXX gilt [?, Thrm. 1.1,
L1

(177) cat SA(n) = cat(SU(n)/ SO(n)) = n — 1;
(178) cat(SU(2n)/Sp(n)) = n — 1;

(179) cat A(n) = cat(U(n)/ O(n)) = n;
(180) cat(U(2n)/ Sp(n)) = n.

mit der in |?]| benutzten Konvention cat(x) = 0.
20.2. LUSTERNIK—SCHNIRELMANN-KATEGORIE VON STETIGEN ABBILDUNGEN
XXXX

20.3. LUSTERNIK—-SCHNIRELMANN-KATEGORIE VON GRUPPEN
Definition 20.10. Fir eine Gruppe G ist:
(181) cat(G) = cat(BG)
thre Lusternik—Schnirelmann-Kategorie.

Definition 20.11. Fliir einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen Gruppen G
und H 1ist:

(182) cat(¢) := cat(B¢)
seine Lusternik—Schnirelmann-Kategorie.
20.4. GANEA-VERMUTUNG

Lemma 20.12. Fiir eine Homotopierechtsinverse f: X — Y zwischen topologischen Rdiu-
men X und Y (also eine stetige Abbildung, sodass eine stetige Abbildung g: Y — X mit
go f ~idy ezistiert), gilt [?, Prop. 1.1]:

(183) cat(X) < cat(Y).
Bewers. XXXX 0

Korollar 20.13. Homotopiediquivalente topologische Riume haben die gleiche Lusternik—
Schnirelmann-Kategorie.

Lemma 20.14. Fiir wegzusammenhdngende und parakompakte topologische Rdume X
und Y gilt [?, Prop. 2.3]:

(184) cat(X x Y) < cat(X) + cat(Y).
Bewers. XXXX 0
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21. SYMMETRISCHES PRODUKT

Das symmetrische Produkt sowie das unendliche symmetrische Produkt sind Konstruk-
tionen, welche die symmetrischen Gruppen bei der Bildung von Produkten beriicksichti-
gen.

Definition 21.1 (Symmetric product). Fir einen topologischen Raum X ist der topolo-
gische Raum:

(185) "(X) = X"/Sym,
dessen symmetrisches Produkt.

Definition 21.2 (Unendliches symmetrisches Produkt). Fir einen topologischen Raum
X st der topologische Raum:

(186) (X) = lim (X)

n—oo

dessen unendliches symmetrisches Produkt.

22. DOLD-THOM-THEOREM

Der Satz von Dold—Thom ist ein Resultat, welches dhnlich wie der Satz von Hurewicz
aus XXXX die Homotopie- und Homologiegruppen verbindet. Doch es gibt zwei entschei-
dende Unterschiede: Statt der Verbindung der Invarianten des gleichen Raumes ist die
Verwendung des symmetrischen Produktes notwendig. Zudem gilt es statt in nur wenigen
speziellen Graden sogar in allen Graden.

Aus der Perspektive der Kategorientheorie behauptet der Satz von Dold—Thom, dass der
Funktor der reduzierten singuldren Homologiegruppe iiber den Funktor der Homotopie-
gruppe faktorisiert.

Satz 22.1 (Satz von Dold-Thom). Fir einen zusammenhdngenden CW-Komplex X ist:
(187) H,(X) =~ m, SP(X).

Bewers. XXXX O

Der Satz von Dold—Thom ist mit dem Hurewicz-Homomorphismus kompatibel. Sei X

~Y

ein zusammenhéngender CW-Komplex, dann induziert die kanonische Inklusion X =
SP'(X) — SP(X) einen Gruppenhomomorphismus 7, (X) — m,SP(X) = H,(X,Z),
welcher genau der Hurewicz-Homomorphismus ist.
TEIL 2. HOMOTOPIETHEORIE
23. HOMOTOPIEN

Definition 23.1 (Homotopie). XXXX

24. HOMOTOPIEAQUIVALENZEN

Definition 24.1 (Homotopiedquivalenz). XXXX

Lemma 24.2. Homotopieiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. XXXX O
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24.1. KOMPABILITAT MIT TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN

Homotopiedquivalenzen gehoren zu den wichtigsten Abbildungen der Topologie und
den wichtigsten Methoden zur Untersuchung von topologischen Rédumen. Daher ist es
wichtig zu iiberpriifen, welche topologischen Eigenchaften unter diesen erhalten bleiben
und welche nicht.

Lemma 24.3. Hausdorffigkeit bleibt unter Homotopieiquivalenzen erhalten. Fiir homo-
topiedquivalente topologische Riume X und Y ist X genau dann hausdorffsch, wenn Y
hausdorffsch ist.

Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — X stetig mit go f ~ idx und fog ~idy. Sei X
hausdorffsch ohne Beschriankung der Allgemeinheit. Seien y, 1y’ € Y verschiedene Punkte.
XXXX O

Lemma 24.4. Regularitit bleibt unter Homotopiediquivalenzen erhalten. Fir homotopie-
aquivalente topologische Raume X und Y ist X genau dann requldr, wenn 'Y reguldr ist.

Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — X stetig mit go f ~idx und fog ~idy. Sei X
reguldr ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Sei A C Y eine abgeschlossene Teilmenge
und y € A%, XXXX O

Lemma 24.5. Normalheit bleibt unter Homotopiedquivalenzen erhalten. Fiir homotopie-
aquivalente topologische Rdume X und Y st X genau dann normal, wenn Y normal
15t.

Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — X stetig mit go f ~ idx und f o g ~idy. Sei X
normal ohne Beschriankung der Allgemeinheit. Seien A, B C Y disjunkte abgeschlossene
Teilmengen. XXXX U

Lemma 24.6. Kompaktheit bleibt unter Homotopiedquivalenzen erhalten. Fiir homoto-
piedquivalente topologische Rdaume X und Y ist X genau dann kompakt, wenn 'Y kompakt
15t.

Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — X stetig mit go f ~ idx und f o g ~idy. Sei X
kompakt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Sei (U;);e; eine offene Uberdeckung von
Y, dann ist (f~1(U;))ies eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung (f~(U;))iercr. XXXX O

25. H-RAUME

Definition 25.1 (H-Raum). Ein topologischer Raum X, ein Element e € X und eine
stetige Abbildung p: X x X — X, sodass u(—,e) ~ idx und u(e,—) ~ idx, sind ein
H-Raum (X, e, u).

Korollar 25.2. Topologische Gruppen sind H-Rdume.

Lemma 25.3. Die Fundamentalgruppe eines H-Raumes ist abelsch.

Beweis. Sei (X,e,p) ein H-Raum und seien 7,6 € Q(X,e). Sei H: [0;1] x [0;1] —
X, (s,t) — p(y(s),d(t)), dann ist:

(188) H(s,0) = p(v(s), ) = y(s)
(189) H(s,1) = p(v(s). e) = 7(s)
(190) H(0,t) = ple, 0(s)) ~ 6(s)
(191) H(1,t) = ple, 6(s)) ~ 6(s)
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Lemma 25.4. Wenn n # 1,2,4,8, dann ist S"~1 kein H-Raum. [?, Thrm. 1.1.1. a)].

Wenn n # 1,2,4,8, dann ist S"~! mit Korollar (??) insbesondere keine topologische
Gruppe. Wenn n = 1,2,4,8, dann ist S" ! eine topologische Gruppe. Es ist S & Z,,
ST~ U(1) und S? = SU(2). S7 XXXX.

Fiir einen H-Raum (X, p, e) ist die Hopf-Konstruktion der Verkniipfung p: X x X — X
eine stetige Abbildung H,: X * X — ¥ X.

26. ZUSAMMENHANGSKOMPONENTEN

Lemma 26.1. Fir einen topologischen Raum X ist:

192 Vo,ye X:ox~y:es 3 1~40)=2,(1) =
(192) T,y vy A 7(0) =2,9(1) =y

eine Aquivalenzrelation auf X .

Beweis. O

Fiir ein z € X wird [z]| dessen Wegzusammenhangskomponente genannt.Die Anzahl der
Wegzusammenhangskomponenten von X wird als:

(193) mo(X) == [ X/ ~ |
bezeichnet.

Lemma 26.2. Fir topologische Riume X und Y sowie eine stetige Abbildung f: X —Y
18t:

(194) mof: mo(X) = mo(Y), [7] = [f(2)],
eine wohldefinierte Abbildung zwischen Mengen.

Beweis. Seien x, 2’ € X mit [f(z)] = [f(2')], dann Fy € C([0,1],Y): v(0) = f(z)Avy(1) =
f(«). Die Abbildung f~!o~ ist als Komposition stetiger Abbildungen offenbar stetig. [J

Fiir einen punktierten topologischen Raum X ist offenbar mpidy = idgx) und fiir
topologische Rdume X, Y und Z sowie stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z
gilt offenbar m(g o f) = meg o mo f.

Korollar 26.3. Die Wegzusammenhangskomponente:
(195) 7o: Top — Set, X — mo(X), f — mof

1st ein kovarianter Funktor.

27. WEG- UND SCHLEIFENRAUM

Der reduzierte Kegel C'(X, x¢) ist mit [(zo,0)] ein punktierter topologischer Raum. Es
gibt eine kanonische Abbildung:

(196) m: (X, 29) = (C(X,x0), [(20,0)]), 2 — [(z,0)]

Lemma 27.1. Fir punktierte topologische Raume (X, xo) und (Y, yo) ist eine stetige punk-
tierte Abbildung f: (X, x¢) — (Y, %) genau dann nullhomotop relativ yo, wenn sie (mit 7)
tber C(X, zo) faktorisiert, also eine stetige punktierte Abbildung f': (C(X, o), [(z0,0)]) —
(Y,yo) mit f = f' o existiert.
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Beweis. =: Fine punktierte Homotopie H: (X, zq)x[0; 1] — (Y, yo) zwischen f = H(—,0)
und const,, = H(—, 1) entspricht einer stetigen punktierten Abbildung:

(197) f1 (C(X, o), [0, 0)]) = (Vs wo), [(, )] = H(,1),

wobei fiir alle x € X jeweils (f' o m)(x) = f'([(x,0)]) = H(x,0) = f(z).

<«: Eine stetige punktierte Abbildung f': (C(X, zo),[(z0,0)]) — (Y, yo) entspricht einer
punktierten Homotopie:

(198) H: (X, 20) % [0: 1] = (Y, 90), (,8) = f/([(x,1)])
zwischen f = f'om = f'([(—,0)]) = H(—,0) und const,, = f'([(—,1)]) = H(—, 1), da fiir
alle x € X jeweils f'([(z,1)]) = f'([(x0,0)]) = yo. O

27.1. WEGRAUM
Definition 27.2 (Wegraum). Fir einen punktierten topologischen Raum (Y, o) ist:
(199) P(Y,yo) :== C(([0;1],0), (Y, 50)) = {7 € C([0; 1], Y)[7(0) = yo}

dessen Wegraum.

Der Wegraum P(Y, ) ist mit const,, ein punktierter topologischer Raum. Es gibt eine
kanonische Abbildung:

(200) 7 (P(Y,yo), consty,) = (Y, v0),7 — (1)

Lemma 27.3. Fir punktierte topologische Raume (X, zo) und (Y,yo) ist eine stetige
punktierte Abbildung f: (X,z0) — (Y,y0) genau dann nullhomotop relativ yy, wenn sie
(mit 7) dber P(Y,yo) faktorisiert, also eine stetige punktierte Abbildung f': (X, xq) —
(P(Y,yo), consty,) mit f =mo f' existiert.

Beweis. =: Eine punktierte Homotopie H: (X, x) x [0;1] — (Y, yo) zwischen const,, =
H(—,0) und f = H(—,1) entspricht einer stetigen punktierten Abbildung:

(201) I (X, 20) = (P(Y,y0), consty, ), x — (t — H(z,t)),
wobei fiir alle x € X jeweils (mo f')(x) = n(t — H(x,t)) = H(z,1) = f(x).

«: Eine stetige punktierte Abbildung f": (X,z9) — (P(Y, o), const,,) entspricht einer
punktierten Homotopie:

zwischen const,, = f'(—)(0) = H(—,0), da fir alle z € X jeweils f'(z)(0) = yo, und
f=fom=f(=)1)=H(-1). =
Beispiel 27.4. Nach Lemma (XXXX) ist jeder Weg ~v: ([0;1],0) — (Y, y0) nullhomotop
relativ yo. Da fir jedes s € [0;1] die Abbildung ([0; 1], ) — ([0;1],0),t — st stetig ist, ist
die entsprechende Faktorisierung:

(203) 7 ([0:1], 0) D, (P(Y; ), comsty,) s (¥, o).

27.2. INDUZIERTE WEGRAUMABBILDUNG

Lemma 27.5 (Induzierte Wegabbildung). Fir punktierte topologische Raume (X, xy) und
(Y, y0) sowie eine stetige punktierte Abbildung f: (X, xo) = (Y, yo) ist:

(204) Pf:P(Xax(])_)P(Yay(])afnyoﬂya
stetig.
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Beweis. (Mit Kategorientheorie.) Die induzierte Wegabbildung wird durch die universelle

Eigenschaft des Faserproduktes nach Lemma (XXXX) induziert: U
P(X,x0) y X10:1]
o pf fo—
~N
~N
>
P(Y7 yO) ? Y[OJ}
v—=7(0)
{z0} > X v—7(0)
!
f|{w0}
{vo} 24

27.3. SCHLEIFENRAUM MIT BASISPUNKT

Definition 27.6 (Weg und Schleife). Fir einen topologischen Raum X wird eine Ab-
bildung v € C([0,1],X) Weg genannt. Fin Weg mit v(0) = (1) wird Schleife genannt.

Eine spezielle Schleife ist die konstante Schleife V¢ € [0, 1]: €,(t) = x. Fiir jede Schleife
v ist ¥ mit V¢ € [0,1]: F(t) := (1 — t) die riickwérts abgelaufene Schleife.

Eine Schleife kann alternativ auch als stetige Abbildung ~v: (S, %) — (X, z) definiert
werden.

Definition 27.7 (Schleifenraum mit Basispunkt). Fir einen punktierten topologischen
Raum (X, x¢) ist:
(205) Q(X’ IO) = C((Sl7 *>’ (Xv 1’0)) = {7 S O([Ov 1}7 X)h/(()) - 7(1) = 1:0}
dessen Schleifenraum.
Der Schleifenraum Q(X, xy) wird mit der Kompakt-Offen-Topologie und dem Basis-

punkt ¢, wieder zu einem punktierten topologischen Raum. Der Schleifenraum lésst sich
als Kofaserprodukt ausdriicken:

QX 1) ———— xloa

Wl l’Y'—)(’Y(O)v’Y(l))

([t} — X x X

on(:vo,:L‘o)
Der Schleifenraum wird mit der Verkniipfung:
. _J @) 50<t <12
(206)  *: Q(X,x) x QX,x) = QUX,2),(7,0) = y*d = {5(213— 1) i12<t<1

zu einem Magma. Die Verkniipfung ist nicht assoziativ und kommutativ. Die jeweiligen
Schleifen laufen zwar die gleichen Punkte ab, aber zu verschiedenen Geschwindigkeiten
bzw. in verschiedener Reihenfolge.

v(4t)  0<t<? y(2t)  ;0<t<?
(207) ((y#6)%e)(t) = { 6(At —1) 1L <1< b A (r(Br))(t) = {64 —2) l<i< ]
e(2t — 1) ;%Stﬁl (4t — 3) ;%Stﬁl
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(208)  yxo= {5(3152—t>1) (1)/3 > i/f Foxy = {y(gizf)n (1)/3 > i/?
Definition 27.8 (Homotopie von Schleifen). Fiir einen punktierten topologischen Raum
(X, x) und Schleifen v, € Q(X, x) ist eine stetige Abbildung:
(209) H:[0,1] % [0,1] —» X
mit H(0,—) =~ und H(1,—) = § eine Homotopie zwischen diesen.

Existiert fiir zwei Schleifen v, € Q(X, z) eine Homotopie zwischen diesen werden sie
homotop genannt, notiert als v ~ §. Eine Schleife v € Q(X, x), die homotop zur Schleife
€, ist, wird nullhomotop genannt.

Lemma 27.9. Die Homotopie zwischen Schleifen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Relation ist reflexiv mit v ~ ~ aufgrund der stetigen Homotopie H(s,t) =
~(t) und symmetrisch, da wenn v ~ ¢ gilt und eine stetige Homotopie H (¢, s) mit H(¢,0) =
~(t) und H(t,1) = §(t) existiert auch die stetige Homotopie H'(t,s) = H(t,1—s) existiert
mit H'(t,0) = H(t,1) = 6(¢t) und H'(t,1) = H(t,0) = ~(t), womit 6 ~ 7. O

27.4. INDUZIERTE SCHLEIFENABBILDUNG

Lemma 27.10 (Induzierte Schleifenabbildung). Fiir punktierte topologische Riume (X, x¢)
und (Y, yo) sowie eine stetige punktierte Abbildung f: (X, xq) — (Y, yo) ist:

(210) Q.f Q(X7 Io) — Q(Y7 yO)aly = f °7,

stetig.

Beweis. (Mit Kategorientheorie.) Die induzierte Schleifenabbildung wird durch die uni-
verselle Eigenschaft des Faserproduktes nach Lemma (XXXX) induziert: XXXX U

Q(X, z0) Xx[01]
~ - \Q 7 fo—
e
Q(Y7 yO) ? Y[(),l}

7= (7(0),7(1))

{z0} » X x X v (7(0),7(1))

LEm—)(Io,xo)

xf
Flizoy A

{yo} »Y XY

yor(Y0,Y0)

Die induzierte Schleifenabbildung ist sogar ein Magmahomomorphismus. Seien 7,4 €
Q(X, xy) zwei Schleifen, dann folgt mit XXXX:

(211) Qf(y*6)=fol(yxd)=(fory)=*(fod)=Qf(y)*Qf(9).

Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, x¢) gilt offenbar id(x,20) = idg(x ) und
fiir punktierte topologische Raume (X, ), (Y, o) und (Z, Zy) sowie stetige Abbildungen
[ (X,20) = (Y,yo) und g: (Y,y0) — (Z, 20) gilt offenbar Q(go f) = Qg o Qf.

Korollar 27.11. Der Schleifenraum:
(212) {2: Top, — Top,, (X, z0) = (X, 20), €x0), f = Qf

1st ein kovarianter Funktor.
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27.5. SCHLEIFENRAUM OHNE BASISPUNKT

Definition 27.12 (Schleifenraum ohne Basispunkt). Fir einen topologischen Raum X
18t:

(213) LX = C(S", X)
dessen Schleifenraum.

Der Schleifenraum £X wird mit der Kompakt-Offen-Topologie wieder zu einem topo-
logischen Raum.

28. FUNDAMENTALGRUPPEN

Definition 28.1 (Fundamentalgruppe). Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, x)
st der Quotientenraum seines Schleifenraumes unter der Aquivalenzrelation der Homo-
topie:

(214) m (X, z) = QX,z)/ ~
seine Fundamentalgruppe.

Die Fundamentalgruppe kann alternativ auch als die Homotopieklasse [(S', *), (X, x)]
definiert werden.

Satz 28.2. Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, x) wird dessen Fundamental-
gruppe m (X, x) mit der Verknipfung:

(215) s: m (X, ) x m (X, 2) = m (X, x), [y] % [0] = [y * ]
tatsachlich zu einer Gruppe (m1(X, x), *, [€,]).

Beweis. Dies folgt aus der stetigen Homotopie:

1(:5) o<t <=L
(216) H(t,s) = 6(at —s — 1) ;5 <y < 532
((f==2) 2 <<l

mit H(t,0) = ((y*0) *x€)(t) und H(t,1) = (v * (0 *€))(t).

Dies folgt aus der stetigen Homotopie:

el 0<t<3
(217) Hite) = {7(%) s<t<l
mit H(t,0) =~(t) und H(t,1) = (7 * €)(%).
Dies folgt aus der stetigen Homotopie:
_ 7(2ts) 0<t<;
(218) H(t,s) = {7(2(15 ~Ds+1) ;i<t<1
mit H(t,0) = €,(t) und H(t,1) = (v *7)(t). O

Satz 28.3. Homotopiedquivalente wegzusammenhdngende topologische Rdume haben iso-
morphe Fundamentalgruppen. Homotopiedquivalenzen induzieren Fundamentalgruppeni-
somorphismen.

Insbesondere sind fiir homéomorphe topologische Rédume ihre Fundamentalgruppen iso-
morph.

Beweis. Seien X und Y homotopiedquivalente topologische Radume und seien f: X — Y
sowie g: Y — X eine Homotopiedquivalenz. XXXX [l
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Bei einem wegzusammenhingenden topologischen Raum X kann der Basispunkt in
der Fundamentalgruppe weggelassen werden, da fiir Punkte 1,25 € X und einen Weg
~v:[0,1] = X mit (0) = z; und (1) = x5 ein Gruppenisomorphismus:

(219) 7T1<X,$1)—>7T1(X,.§L’2),[(5]'—> [’}/*(5*7]
existiert. Dieser ist wohldefiniert, da fiir 6 ~ ¢ mit Homotopie H auch y* x5 ~ yxe*7

mit Homotopie v H x7. Fiir wegzusammenhéngende topologische Raume X wird daher
bis auf Isomorphie nur 7 (X) geschrieben.

Lemma 28.4. Fin wegzusammenhdngender topologischer Raum ist genau dann einfach
zusammenhdngend, wenn seine Fundamentalgruppe trivial ist.

Beweis. Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum. =: XXXX «: XXXX
O

Satz 28.5. Homotope Abbildungen induzieren den gleichen Fundamentalgruppenhomo-
morphismus.

Beweis. Seien X und Y topologische Raume und f,g: X — Y homotop. Sei H: X x
[0,1] — Y eine Homotopie zwischen f und ¢g und sei v € Q(X,x) beliebig, dann ist
H o (v,idjgq): [0,1] x [0,1] = Y eine Homotopie zwischen f o~ und go~, da V¢ € [0,1]:

(220) (H o (v,idp,y)) (,0) = H(7(t),0) = f(v(t)) = (f o 7)(t)
(221) (H o (7,idpa) (t:1) = H(x(t),1) = g(+(t)) = (g0 7)(t)
O
Lemma 28.6. Fir einen punktierten topologischen Raum (X, xq) gilt:
(222) (X, 2o) & mo(QUX, 7))
Beweis. U

28.1. INDUZIERTE FUNDAMENTALABBILDUNG

Lemma 28.7 (Induzierte Fundamentalabbildung). Fir punktierte topologische Rédume
(X, z0) und (Y, yo) sowie eine stetige Abbildung f: (X, xo) — (Y, yo) ist:

(223) mf: m(X,z0) = m(Y,90), [v] = [f 0],
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus Lemma (XXXX). Seien [7], [0] € m1(X, xq) zwei
Homotopieklassen, jeweils reprisentiert durch stetige Abbildungen ~,d: St — (X, ),
dann folgt mit Lemma (XXXX):

mf (] 10]) = mf(((y Vo) ep]) = [f o (v V&) o pi])
(224) =[(f o)V (fed))op])] =[fer]x[fod] =mf([y])*mf([d])-
U

Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, ) gilt offenbar 7y id(x z0) = idr, (x,20)
und fiir punktierte topologische Raume (X, z¢), (Y, y0) und (Z, Zy) sowie stetige Abbil-
dungen f: (X, z¢) = (Y,yo) und g: (Y, y0) — (Z, 20) gilt offenbar m(go f) = mgom f.

Korollar 28.8. Die Fundamentalgruppe:
(225) T ’:[‘Op>‘< — GI'p, (Xa xﬂ) = 7T1(X, :UO)a f = 7T1f

1st ein kovarianter Funktor.
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28.2. BERECHNUNG DER FUNDAMENTALGRUPPE

Lemma 28.9. Fir die Wirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X 1ist:
(226) m(X/G) =G

Beweis. O

Satz 28.10. Die Fundamentalgruppe kommutiert mit endlichen Produkten. Fiir topologi-
sche Raume X undY 1ust:

(227) (X xY) 21 (X) x m(Y)

Beweis. Die (surjektiven) Projektionen pry: X XY — X und pry : X xY — X induzieren

nach Lemma (?7) jeweils (surjektive) Gruppenhomomorphismen 7 (pry): m (X x Y) —
m1(X) und 71 (pry): m (X x Y) = m(Y). XXXX O

Fiir eine topologische Gruppe G ergibt sich aus diesem Satz eine weitere Gruppenver-
kniipfung o: m(G) x m(G) = m (G x G) me), T (G).

Lemma 28.11. Fir eine topologische Gruppe G gilt:

(228) YV :(axb)o(cxd) = (aoc)x(bod).

ab,ed
Bewezs. U
Lemma 28.12. Die Fundamentalgruppe einer topologischen Gruppe ist abelsch.
Beweis. Sei (G, o, e) eine topologische Gruppe. O
Lemma 28.13. Flir topologische Riume X, Y und Z mit Z lokalkompakt gilt:
(229) (XVY)INZZ(XANZ)V(YNZ).

Beweis. O

28.3. FUNDAMENTALGRUPPE DER 1-SPHARE
Lemma 28.14. Firn > 1 ist m,(S') = 1.

Beweis. XXXX O

(230) me(S%) = mp(S?), k>3

Da my(S?) = mp(S?) = 1 und 71(S?) = m;(S?) = 1 nach XXXX ist sogar:
(231) me(S?) =2 m(S?), k # 2.

Jedoch ist my(S5?) = Z nach XXXX und m5(5%) = 1 nach XXXX.
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29. SEIFERT-VAN KAMPEN-THEOREM

Theorem 29.1 (Seifert-van Kampen-Theorem). Fiir einen punktierten topologischen
Raum (X, *) und wegzusammenhdngende offene Teilmengen U,V C X mit x € UNV
und U NV wegzusammenhdngend ist:

Unvelsy

w1 (41)

(U NV, %) m(V, %)

m (1'2)J/A ij(h)

(U, %) ——— m (X, *)

71 (1)

Beweis. O

(232) Wl(sn) = Wl(Dn) *rp(Sm—1) 7T1(Dn>

Satz 29.2. Fir punktierte topologische Riume (X.xo) und (Y,yo) ist die Fundamental-
gruppe thres Wedge-Produkts:

(233) T (X VY, (xo,50)) = m (X, x0) * m1 (Y, %0)

Beweis. Sei U C X eine offene Umgebung von xg und V' C Y eine offene Umgebung von
Yo, dann sind U VY und X V V offene Umgebungen von (g, 3o)-

(234) 1 (X V Y) = 7T1(U V Y) *ﬂl(va) 1 (X V V)

Es ist R" ~ {0}, womit nach Lemma (?7):
Korollar 29.3. Fir die Fundamentalgruppe des reelen Vektorraumes gilt:

Korollar 29.4. Fur die Fundamentalgruppe des projektiven reelen Vektorraumes gilt mit
Lemma (77?):

(236) Wl(RPn) == ﬂ-l(Sn/ZQ) = ZQ

Lemma 29.5. Fir die Fundamentalgruppe der Sphdren gilt:
(237) m(SYH) =7

(238) (S =0,n > 1
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Korollar 29.6. Fir die Fundamentalgruppe des Torus gilt mit Satz (77?):

(239) m(T") = m((SH)") = m(S")" = 2"
oder mit Satz (??7) und Lemma (77):
(240) m(T") = m(R"/Z™) = 7"

Die Fundamentalgruppe 71(7?) & Z? des 2-Torus T? kann dabei veranschaulicht wer-
den, indem dieser als Quadrat dargestellt wird, dessen gegeniiberliegende Seiten jeweils in
gleicher Orientierung miteinander identifiziert werden. Die erste ganze Zahl gibt dabei die
Anzahl der Uberquerungen von der rechten zur linken Kante und die zweite ganze Zahl
die Anzahl der Uberquerungen von der oberen zur unteren Kante an. Eine Umkehrung
der Pfeilrichtung fiithrt dabei zum Vorzeichenwechsel beider ganzer Zahlen.

D9

(1,0) (0,1) (—-1,-1)

(2,1) (1,2)

30. HOMOTOPIEGRUPPEN

Definition 30.1 (Homotopiegruppe). Fir einen punktierten topologischen Raum (X, xo)
1st die Homotopieklasse:

(241) (X, z0) = [(S", %), (X, z0)] = C((S™, %), (X, 20))/ ~homotops Tt > 2

seine n-te Homotopiegruppe.

(242)

. n n V(tla"'7tk7172tk7tk+17"'7tn> 7O§t§1/2
el (0,007 = (X, o), (B, ) {5<t1,...,tk1,2tk — Lty ta) 51/2<t <1
(243) —kY: (I”,&I”) — (X,[Eo), (tl, e ,tn) — ’y(tl, ey te_1, 1 7 70 7 PR ,tn)

Satz 30.2. Fir einen punktierten topologischen Raum (X, x¢) wird dessen n-te Homoto-
piegruppe m,(X, o) mit der Verknipfung:

(244) k1 T (X, o) X mo (X, o) — mp (X, 20), 777
tatsdachlich zu einer abelschen Gruppe (7, (X, zo), *,777).
Beweis. 0

Satz 30.3. Homotopiedquivalente topologische Rdaume haben gleiche Konnektivitdt.
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Das verallgemeinert Satz (?7) und (??) im Skript Topologie.

Beweis. Seien X und Y homotopiedquivalente topologische Rdume und seien f: X — Y
sowie g: Y — X eine Homotopiedquivalenz. XXXX 0

Satz (?7) lasst sich verallgemeinern zu:

Satz 30.4. Homotopiedquivalente topologische Rdume haben isomorphe Homotopiegrup-
pen. Homotopiedquivalenzen induzieren Homotopiegruppenisomorphismen.

Beweis. Seien X und Y homotopiedquivalente topologische Rdume. XXXX 0
Satz (?77?) lasst sich verallgemeinern zu:

Satz 30.5. Homotope Abbildungen induzieren den gleichen Homotopiegruppenhomomor-
phismus.

Beweis. Seien X und Y topologische Rdume und f,g: X — Y homotop. XXXX 0J

Definition 30.6 (Aquivalenzen). Fiir punktierte topologische Riume (X, xq) und (Y, o)
wird eine stetige Abbildung f: (X, zo) — (Y, yo):

L) n-Aquivalenz genannt, wenn Yk < n jeweils mr(f) ein Isomorphismus ist und
mn(f) ein Epimorphismus (surjektiver Homomorphismus) ist.
I1.) schwache Aquivalenz genannt, wenn Vn € N jeweils ,(f) ein Isomorphismus ist.

Aus den Sétzen (XXXX), (??7) und (?7?) folgt:
Korollar 30.7. Homotopiedquivalenzen sind schwache Homotopiedquivalenzen.

Lemma 30.8. Fir ein n-zusammenhdngendes Paar (X,Y) wegzusammenhdngender Riu-
me ist H;(X,Y;G) =1 und H;(X,Y;G) =1 fir jede Gruppe G.

Bewers. XXXX O

Lemma 30.9. Fir topologische Riume X und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y
genau dann eine schwache Homotopieiquivalenz, wenn HEP8(f): HSM8(X) — HSM8(Y)
fiir alle n € N bijektiv ist. [?, Prop. 4.21.]

Beweis. XXXX [l

Lemma 30.10. Fir topologische Riume X und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y
genau dann eine schwache Homotopiedquivalenz, wenn HG  (f): HE,(Y) — HE,,(X) fir
alle n € N bigektiv ist. |7, Prop. 4.21.]

Beweis. XXXX ]

Lemma 30.11. Fir topologische Riume X und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y
genau dann eine schwache Homotopiedquivalenz bzw. Homotopiedquivalenz, wenn fiir alle
CW-Komplexe bzw. topologischen Rdiume A die induzierte Abbildung [A, X] — [A,Y]
bijektiv ist.

Beweis. XXXX

Definition 30.12 (n-zusammenhéngend). Ein topologischer Raum X, fir den Yk <
n: m(X) = 1, wird n-zusammenhéngend genannt.

0-zusammenhéangend ist damit wegzusammenhéngend und 1-zusammenhéngend ist ein-
fach zusammenhéngend.
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Satz 30.13. Fir einen punktierten topologischen Raum (X, xq) gilt:
(245) T (X, o) = 0 (X, 20))

Das verallgemeinert Lemma (?77).

Beweis. O

30.1. INDUZIERTE HOMOTOPIEABBILDUNG

Lemma 30.14 (Induzierte Homotopieabbildung). Fir punktierte topologische Rdiume
(X, x0) und (Y, yo) sowie eine stetige Abbildung f: (X, zq) — (Y, yo) ist:

(246) T f : (X, m0) = T (Y 00), [v] = [f 0]
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die Wohldefiniertheit folgt aus Lemma (XXXX). Seien [v], [d] € m,(X, x¢) zwei
Homotopieklassen, jeweils repréasentiert durch stetige Abbildungen v,0: S™ — (X, xo),
dann folgt mit Lemma (XXXX):

T f (V] 4+ 10]) = mu f([(7 V 6) 0 pu]) = [f 0 (v V 6) 0 pu])
(247) =[((fey) vV (fod))opu))]=I[for]+I[fod]=mf(l7]) + muf(ld]).
U

Fiir einen punktierten topologischen Raum (X, z¢) gilt offenbar 7, id(x z,) = idr, (x,z0)
und fiir punktierte topologische Raume (X, z¢), (Y, y0) und (Z, Z,) sowie stetige Abbil-
dungen f: (X, z9) — (Y,yo) und g: (Y, yo) = (Z, 20) gilt offenbar m,(g o f) = m,g o 7, f.

Korollar 30.15. Die Fundamentalgruppe:
(248) T Top™ — AbGrp, (X, z¢) — 7, (X, x0), f — T f
1st ein kovarianter Funktor.

30.2. BERECHNUNG DER HOMOTOPIEGRUPPE

Satz 30.16. Die Homotopiegruppe kommutiert mit endlichen Produkten. Fir topologische
Riume X und Y ist:

(249) (X X V) 2 1, (X) x 7o (Y).

Das verallgemeinert Satz (77).

Beweis. Die (surjektiven) Projektionen pry: X xY — X und pry: X xY — X induzieren

nach Lemma (?7?) jeweils (surjektive) Gruppenhomomorphismen m,(pry): m,(X xY) —

(X)) und 7, (pry): (X X Y) = 7, (V). XXXX O
30.3. HOMOTOPIEGRUPPEN DER 1-SPHARE

Lemma 30.17. Firn > 1 ist m,(S*) = 1.
Beweis. XXXX O
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30.4. GENERALISIERTE HOMOTOPIEGRUPPEN

Fiir einen topologischen Raum X lésst sich bei dessen Einhdngung XX (hier mit der
Konvention von X x [—1,1], bei dem X x {—1} und X x {1} jeweils auf einen Punkt
kollabiert werden) der Aquator X x {0} auf einen Punkt kollabieren, was die Wedge-
Summe von X mit sich selbst ergibt.

(250) px: EX > SX/(X x {0}) 2 TX VEX

Lemma 30.18. Fir punktierte topologische Riume X und Y ist [ X,Y] mit der Ver-
kniipfung:

(251) +: BX Y [EX Y] = [BX Y] (] [9]) = [(f V g) opx]
eine Gruppe.
Bewers. XXXX O

Lemma 30.19. Fir punktierte topologische Riume X und Y ist [X.X,Y] abelsch, wenn
X ewne Einhdngung ist oder Y ein H-Raum ist.

Beweis. XXXX O

Lemma 30.20. Fir einen punktierten topologischen Raum X wund einen assoziativen
H-Raum (Y, p,e) ist [X,Y] mit der Verkniipfung:

(252) +: [X Y] [X Y] = [X Y] ([f][9]) = (e (f, 9)]
eine Gruppe.

Beweis. XXXX O

31. WHITEHEAD-PRODUKT
31.1. GEWOHNLICHES WHITEHEAD-PRODUKT

Homotopiegruppen verfiigen in jedem Grad n > 1 unter Verwendung der Kollapsabbil-
dung S" — 8"V S™ des Aquators der n-Sphére S” iiber eine Verkniipfung, welche diese zu
einer Gruppe macht. Unter Verwendung einer anderen Kollapsabbildung S*+—1 — Skv S
kénnen sogar Homotopieklassen verschiedener Grade k,[ > 1 miteinander verkniipft wer-
den.

Lemma 31.1. Fiir einen wegzusmmenhdangenden topologischen Raum X ist die von der
FEinhdngung induzierte Abbildung ¥: m,(X) — m,41(2X), [f] — [2f] zwischen Homoto-
piegruppen ein Gruppenhomomorphismus.

Die Abbildung ist dabei nach Lemma (XXXX) wohldefiniert.

Beweis. Fiir Abbildungen f,g: S™ — X sowie die Kollapsabbildung p,,: S™ — S™ Vv S™
und ppoq: SPHL — Sl v St st

(253)  XE(f+g)=%2((fVg)op,) =X(fVg)oXp, = (EfVEg)op,y =3f+Xg
O

(254) S = 9(DM = 9(D* x DY) = S¥~! x D'u D* x §'*

Lemma 31.2. Fir einen topologischen Raum X sowie Homotopieklassen f € mp(X) und
g € m(X) ist [f, glwn = 0 genau dann, wenn es eine stetige Abbildung h: S* x St — X
mit f =hot; und g = goiy gibt.
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Beweis. = XXXX. «: XXXX. [l

Lemma 31.3 (Lincaritdt des Whitehead-Produktes). Das Whitehead-Produkt kommu-
tiert mit den Verkniipfungen der Homotopiegruppen. Fiir einen wegzusammenhdngenden
topologischen Raum X und Abbildungen f,g € mp(X) und h,i € m(X) ist:

(255) Lf + g, hlwn = [f; hlwn + [9, hlwa;
(256) Lfs b+ ilwn = [f; BJwn + [f, ilwn-
Beweis. XXXX U

Lemma 31.4 (Graduierte Symmetrie des Whitehead-Produktes). Das Whitehead- Produkt
st graduiert symmetrisch. Fir einen topologischen Raum X sowie Homotopieklassen
fem(X) und g € m(X) ist:

(257) Lf, glwn = (—1)kl[97 flwn-

Beweis. XXXX O

Lemma 31.5 (Graduierte Jacobi-Identitdt des Whitehead-Produtes). Das Whitehead-
Produkt erfillt eine graduierte Jacobi-Identitat. Fir einen topologischen Raum X sowie
Homotopieklassen f € mp(X), g € m(X) und h € m,(X) ist:

(258) (=1 (£, [g, hlwalwn + (=1)"[g. [2, flwnlwn + (=1)""[h, [, glwa]wn = 0.

Beweis. XXXX O

Das Whitehead-Produkt der Identititen auf der 1-Sphire S! hiingt mit der reellen
Hopf-Faserung hg zusammen:

(259) [ids1,idsl]Wh =77"7hr € m (Sl)

Das Whitehead-Produkt der Identititen auf der 2-Sphére S? hingt mit der komplexen
Hopf-Faserung h¢ zusammen:

(260) idse,idg2]wn = 2h¢ € m3(S?)

Das Whitehead-Produkt der Identititen auf der 4-Sphére S* hingt mit der quaternioni-
schen Hopf-Faserung hy zusammen:

(261) idgs, idgs]wn =?772hy € m7(S*)

Das Whitehead-Produkt der Identititen auf der 8-Sphire S® hingt mit der oktonionischen
Hopf-Faserung hg zusammen:

(262) [idg8, idSS]Wh =7777hg € 7T15(SS)
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31.2. GENERALISIERTES WHITEHEAD-PRODUKT

(263) [—, —Jwn: [BX, Z] x [SY, Z] = [X + Y, Z]

Mit X = S*1 und Y = S ! ergibt sich mit XX = £5% ! = §% bzw. LY = R5-1 ~ g
nach Lemma (XXXX) sowie S*~1x S!=1 & §¥-1 nach Lemma (XXXX) das gewdhnliche
Whitehead-Produkt.

Fiir zwei punktierte stetige Abbildungen f: ¥X — Z und g: XY — Z gibt es durch
die Adjunktion X - €2 mit Einheit n: 1 = QY und Koeinheit £: 32 = 1 entsprechen-
de Abbildungen f = Qfonx: X — QZ und g = Qgony: Y — QZ. Deren Produkt
]?X g: X XY — QZ x QZ lasst sich nun mit der Kompositionen pgz: QZ x QZ — QZ
von Wegen aus Gleichung (XXXX), welche Q7 zu einem H-Raum macht, komponieren.

Von der Komposition pgz o (f x g): X xY — QZF lésst sich die Hopf-Konstruktion

H(pazo (f xg)): X xY — XQZ bilden, welche mit €;: ¥Q2Z — Z komponiert werden
kann.

(264) [f, glwn = €z 0 Bpaz o B(Qf x Qg) o X(nx x ny) o Hy y

(265) lidsx, idsx]wn = [exx 0 Spasx 0 B(nx x nx) o Hy x| € [X x X, XX]

Das Whitehead-Produkt lésst sich mit der Hopf-Invariante zu einer XXXX der ganzen
Zahlen kombinieren.

Z X 7= m,(S™) x m,(S™) LmiiiN Tan—1(S™) et 7,

(266) (h, k) — hkHopf ([idgn, idgn]wn)

Satz 31.6. Es gilt:

(267) Hopf ([idgr, idgn|wn) =7777.

Beweis. XXXX 0

32. (KO)ZUSAMMENHANGENDE ABBILDUNGEN

Definition 32.1 (n-zusammenhéngender Raum). Ein punktierter topologischer Raum

(X, x0), fir den m;(X,x¢) =0 fir alle 0 < i < n, wird n-zusammenhéngend genannt.
Die grofite natiirliche Zahl n € N, fir die (X, zg) n-zusammenhéngend ist, ist die

Konnektivitat conn(X, xy) von (X, xg).

Beispiel 32.2. Die Sphdire S™ ist n — 1-zusammenhdngend.

Satz 32.3. Ein n-zusammenhdngender topologischer Raum ist n-homologisch zusammen-

hangend, also H;™(X) =0 fir alle 0 < i < n.

Beweis. XXXX 0

Definition 32.4 (n-zusammenhéngende Abbildung). Fir punktierte topologische Riume
X und Y wird eine stetige Abbildung f: X — 'Y, fir die fir jedes v € X die induzierte
Abbildung m;(f): (X, x) — m(Y, f(x)) fir alle i < n bijektiv und fiir i = n surjektiv ist,
n-zusammenhangend genannt.

Eine oco-zusammenhéngende Abbildung, die also Bijektionen zwischen allen Homoto-
piegruppen induziert, wird schwache Homotopiedquivalenz genannt.

Korollar 32.5. Homotopiedquivalenzen und daher insbesondere Homdomorphismen sind
schwache Homotopiedquivalenzen.
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Definition 32.6 (schwach zusammenziehbar). Ein topologischer Raum X, fir den die
terminale Abbildung X — {x} eine schwache Homotopiedquivalenz ist, also fir den simt-
liche Homotopiegruppen trivial sind, wird schwach zusammenziehbar genannt.

Definition 32.7 (n-kozusammenhéngende Abbildung). Fiir punktierte topologische Réu-
me X und Y wird eine stetige Abbildung f: X — Y, fir die fir jedes v € X die induzierte
Abbildung m;(f): m(X,x) = m(Y, f(x)) fir alle i > n bijektiv und fir i = n injektiv ist,
n-kozusammenhéngend genannt.

Jede stetige Abbildung zwischen topologischen Réumen ist co-kozusammenhéngend.

Korollar 32.8. Sein € N. Eine Abbildung ist genau dann eine schwache Homotopiedqui-
valenz, wenn sie n-zusammenhdngend und n-kozusammenhdngend ist.

Sei X LY % 7 eine kurze Sequenz von topologischen Raumen.

Lemma 32.9. Es gilt:
I.) Sind f und g n-zsmh., dann ist g o f n-zsmh..
I1.) Ist g o f n-zsmh. und g n+ 1-zsmh., dann ist f n-zsmh..
II1.) Ist go f m-zsmh. und f n — 1-zsmh., dann ist g n-zsmh..

Beweis. 1.): Fiir i < n sind 7;(f) und m;(g) bijektiv, womit 7;(go f) = m;(g) om;(f) bijektiv
ist. m,(f) und 7,(g) sind surjektiv, womit m;(g o f) = m;(g) o m;(f) surjektiv ist.

IL.), IIL.): Fiir i < n ist m;(g o f) = mi(g) o mi(f) bijektiv, womit m;(f) injektiv und m;(g)
surjektiv ist. m,(g o f) = m,(g) o m,(f) ist surjektiv, womit m,(g) surjektiv ist.

IL.): Fir ¢ < n ist m(g) injektiv, womit m;(f) nach Lemma (2) surjektiv ist. m,(g) ist
injektivf] womit 7, (f) nach Lemma (2) surjektiv ist.

II1.): Fiir @ < n ist m;(f) surjektiv, womit m;(¢g) nach Lemma (1) injektiv ist. O

Insbesondere folgt aus diesem Lemma, dass schwache Homotopiedquivalenzen die 2-
aus-3-Figenschaft haben: Sind zwei der drei Abbildungen f, g und g o f schwache Homo-
topiedquivalenzen, dann sind es alle. Mit Korollar (??) folgt:

Korollar 32.10. Mit der Klasse der schwachen Homotopieiquivalenzen ist Top eine
Kategorie mit schwachen Aquivalenzen.

Lemma 32.11. FEs gilt:

I.) Sind f und g n-kozsmh., dann ist g o f n-kozsmbh..
IL.) Ist g o f n-kozsmh. und g n + 1-kozsmh., dann ist f n-kozsmh..
II1.) Ist go f n-kozsmh. und f n — 1-kozsmh., dann ist g n-kozsmbh..

Beweis. 1.) Fiir ¢ > n sind m;(f) und 7;(g) bijektiv, womit m;(go f) = m;(g) om;(f) bijektiv
ist. m,(f) und 7,(g) sind injektiv, womit m;(g o f) = m;(g) o m;(f) injektiv ist.

IL.), IIL.): Fiir i > n ist m(g o f) = mi(g) o mi(f) bijektiv, womit m;(f) injektiv und m;(g)
surjektiv ist. m,(g o f) = m,(g) o m,(f) ist injektiv, womit 7, (f) injektiv ist.

IL.): Fiir ¢ > n ist m;(g) injektiv, womit m;(f) nach Lemma (2) surjektiv ist.

II1.): Fiir ¢ > n ist m;(f) surjektiv, womit m;(g) nach Lemma (1) injektiv ist. m,(f) ist
surjektivf], womit 7,(g) nach Lemma (2) injektiv ist. O

Lemma 32.12. Flir topologische Riume X und Y ist eine stetige Abbildung f: X — Y
genau dann n-zusammenhdngend, wenn alle thre Homotopiefasern n—1-zusammenhdngend
sind.

%¢g n-zsmh. wiirde hier surjektiv garantieren und reicht daher nicht aus.
6g n-kozsmh. wiirde hier injektiv garantieren und reicht daher nicht aus.
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Beweis. XXXX [l

Lemma 32.13. Fiir topologische Riume X undY sowie eine Kofaserung f: X — 'Y gilt:

L) Ist f n-zusammenhdingend, dann ist Y/X n-zusammenhdngend.
I1.) Ist X n-zusammenhdingend, dann ist Y — Y/X n — 1-zusammenhdangend.
II1.) Ist f eine schwache Homotopiedquivalenz, dann ist Y/X schwach zusammenzieh-
bar.
II1.) Ist f eine Homotopieiquivalenz, dann ist Y/X zusammenziehbar.

Beweis. O

Lemma 32.14. Sind im folgenden Diagramm:

~
N

NN

Y —m—— 7
das vordere und hintere h-kokartesisch, f n — l-zusammenhdngend sowie g und h n-
zusammenhdangend, dann ist i n-zusammenhdangend.

Beweis. U

Lemma 32.15. Ist das linke Quadrat im folgenden Quadrat h-kokartesisch, dann ist das
rechte Diagramm genau dann h-kokartesisch, wenn das dufere Quadrat h-kokartesisch ist:

Beweis.

=: Sind das linke und rechte Quadrat in Lemma (XXXX) h-kokartesisch, dann sind im lin-
ken obigen Diagramm das hintere und vordere h-kokartesisch. Da nach Beispiel (XXXX)
die Identitédten jeweils schwache Homotopiedquivalenzen sind, folgt aus Lemma (XXXX),
dass wenn g n-zusammenhéngend ist, auch ¢’ n-zusammenhéngend ist.

<: Sind das linke und &ufere Quadrat in Lemma (XXXX) h-kokartesisch, dann sind
im rechten obigen Diagramm das hintere und vordere h-kokartesisch. 0
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32.1. MOORE-POSTNIKOV-FAKTORISIERUNG

Satz 32.16 (Moore—Postnikov-Faktorisierung). Fir topologische Riume X und Z exis-
tiert fur jede stetige Abbildung h: X — Z ein topologischer Raum Y, tber dem h faktori-
siert als:

(268) he X Iy, o g
wobei f,, n-zusammenhdngend und g, n-kozusammenhdngend ist.

Beweis. XXXX O

~J

Fiir die Homotopiegruppen von Y, gilt m;(Y,,) = m(X) fir i < n und m(Y,) = m(2)
fiir ¢ > n.

Sei X ein topologischer Raum. Aus der n-ten Moore-Postnikov-Faktorisierung {*} —
XF — X folgt die Existenz eines topologischen Raumes X7 mit m;(X;F) = 1 fiir i < n
und m;(X;F) & m;(X) fiir i > n, wobei m,(X;7) = 1 indirekt aus der induzierten Surjektion
1 — m,(X;F) folgt.

Fiir die n-Sphére S™ ist die n-te Homotopiegruppe die erste nichttriviale, womit sie beim
Raum (S™); die einzig nichttriviale ist und dieser nach Lemma (XXXX) schwach ho-
motopidquivalent zum Eilenberg—MacLane-Raum K (Z,n) ist. Es folgt die Existenz einer
kanonischen Abbildung:

(269) K(Z,n) ~ (S"); = S".

Daraus ergibt sich eine natiirliche Transformation von der n-ten singuldren Kohomologie
zur n-ten singulidren Kohomotopie:

(270) W HE (=, Z) = [~ K(Z,n)] — [, 8" = 1"

sing
Sei X ein topologischer Raum. Aus der n-ten Moore—Postnikov-Faktorisierung X —
X,, — {x} folgt die Existenz eines topologischen Raumes X mit m;(X, ) = m(X) fiir
i <nund m(X, ) =1firi > n, wobei m,(X, ) = 1 indirekt aus der induzierten Injektion
(X, ) — 1 folgt. Fiir X, ist die Fundamentalgruppe die einzige nichttriviale, womit die-
ser nach Lemma (XXXX) schwach homotopiedquivalent zum Eilenberg-MacLane-Raum
K(m(X),1) ist. Es folgt die Existenz einer kanonischen Abbildung:

(271) X = X, ~ K(m(X),1).
Lemma 32.17. Ist im folgenden kommutierendem Diagramm:
At x
s

topologischer Raume g n-zusammenhdngend und h n-kozusammenhdngend, dann existiert
eine Hochhebunyg.

Beweis. XXXX O

Lemma 32.18. Die Moore—Postnikov-Faktorisierung ist eindeutig bis auf schwache Ho-
motopiedquivalenz.
Beweis. Seien X und Z topologische Rdume und h: X — Z eine stetige Abbildung und

h: X Ly % 7 sowie h: X ©5 V' %5 Z verschiedene Moore-Postnikov-Faktorisierungen
mit f und f’ n-zusammenhéngend sowie g und ¢’ n-kozusammenhingend. Nach Lemma
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(??) gibt es Hochhebungen ¢: Y — Y’ mit f = ¢g und i = h¢ sowie ¢: Y — Y’ mit
= f und h = .

f ist insbesondere (n — 1)-zsmh. und aus Lemma (?7) III.) angewendet auf g = ¢ f folgt,
dass ¢ n-zsmh. ist. g ist insbesondere (n—1)-zsmh. und aus Lemma (??) II1.) angewendet
auf f = g folgt, dass ¥ n-zsmh. ist.

h ist insbesondere (n + 1)-kozusammenhéngend und aus Lemma (?7?) II.) angewendet auf
i = ho folgt, dass ¢ n-kozsmh. ist. 7 ist insbesondere (n + 1)-kozusammenhéngend und
aus Lemma (?77?) II.) angewendet auf h = i) folgt, dass ¥ n-kozsmbh. ist.

Da ¢ und ¢ beide n-zsmh. und n-kozsmh. sind, sind sie nach Korollar (??) schwache
Homotopieaquivalenzen. O

33. HUREWICZ-HOMOMORPHISMUS

Sowohl Homotopie- als auch Homologiegruppen messen anschaulich die Locher eines
topologischen Raumes in einer bestimmten Dimension, weshalb die Aussicht einer Ver-
bindung plausibel ist. Dariiber hinaus sind beides wichtige topologische Invarianten, fiir
die eine Verbindung weitreichende Auswirkungen haben kann.

33.1. INTEGRALER HUREWICZ-HOMOMORPHISMUS
Satz 33.1. Die Hurewicz-Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis. XXXX 0
Satz 33.2. Die Hurewicz-Abbildung ist eine natiirliche Transformation.

Nach XXXX ist die n-te Homotopiegruppe ein Funktor 7, : PCTop — Grp und nach
XXXX ist die n-te singuldre Homologiegruppe ein Funktor H,(—;Z): PCTop — Grp.
Die Hurewicz-Abbildung ist daher eine natiirliche Transformation h,,: 7, = H,(—;Z),
fiir eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen wegzusammenhéngenden topologischen
Réumen X und Y gilt daher:

(272) H,(f)oh, =h,om,(f),

also kommutiert das Diagramm:

H,(X)——= H,(Y)
Hn(f)

Beweis. Seien v: S™ — X stetig und [un] H,(S™ Z) Z ein Generator, dann ist:
(H (f)oh ) (Hn ) Hy,(f o) (un)
(273) = hn([f ) = (h oma(£))([]).

33.2. RATIONALER HUREWICZ-HOMOMORPHISMUS
XXXX
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33.3. RELATIVER HUREWICZ-HOMOMORPHISMUS
XXXX
Mit dem integralen und relativen Hurewicz-Homomoprhismus lassen sich die langen ex-
akten Sequenzen aus XXXX und XXXX miteinander verbinden:
i —— (A —— (X)) —— 1 (X A) —— 1 (A) ——

o ]

.—— H,(A) — H,(X) — H,(X,A) — H,, 1(A) — ...

34. HUREWICZ-THEOREM
34.1. INTEGRALES HUREWICZ-THEOREM

Theorem 34.1 (Integrales Hurewicz-Theorem). Fiir einen wegzusammenhdingenden to-
pologischen Raum X mit m,(X) = 0 fir k < n mit n > 1 (n-zusammenhéingend) ist der
integrale Hurewicz-Homomorphismus:

(274) hi: T(X) = HY"8(X,Z), [f] = f.[S"]
ein Isomorphismus fir k < n + 1 und eine Surjektion fir k =n + 2.
Bewers. XXXX O

Ist X jeweils (n — 1)-zusammenhéngend fiir n > 2, dann ist h,: 7,(X) — H,(X) ein
Isomorphismus und h,41: m,41(X) — Hy,p1(X) surjektiv. Der Eilenberg-MacLane-Raum
K(G,n) ist (n — 1)-zusammenhéngend, woraus folgt:

(275) H"$(K(G,n),Z) = 7, K(G,n) = G.
(276) .
[K(G,n), K(H,n)] = Hj,,(K(G,n), H) = Hom(H;"(K (G, n), Z), H) = Hom(G, H)

34.2. RATIONALES HUREWICZ-THEOREM

Theorem 34.2 (Rationales Hurewicz-Theorem). Fir einen einfach zusammenhdingenden
topologischen Raum X mit m,(X) ® Q = 0 fir k < n (rational n-zusammenhdngend) ist
der rationale Hurewicz-Homomorphismus:

(277) he ® Q: mp(X) ® Q — HY™(X;Q)
ein Isomorphismus fir k < 2n und eine Surjektion fir k = 2n + 1.
Bewers. XXXX O

34.3. RELATIVES HUREWICZ-THEOREM

Theorem 34.3 (Relatives Hurewicz-Theorem). Fir ein n-zusammenhdngendes Raum-
paar (X, A) zusammenhdingender Raume ist der relative Hurewicz-Homomorphismus:

(278) hi: (X, A) — H™8(X, A)
ein Isomorphismus fiir k < n und:
(279) HEM8(X A) 22 m, (X, A)/mi(A).

Beweis. XXXX O
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35. RAUME DER (SCHWACHEN) HOMOTOPIEAQUIVALENZEN

Fiir topologische Raume X und Y seien jeweils HE(X,Y) C Coo(X,Y) bzw. WHE(X,Y)
Ceo(X,Y) der Raum der Homotopiedquivalenzen bzw. schwachen Homotopiedquivalenzen
X — Y, wobei diese mit der Teilraumtopologie der Kompakt-Offen-Topologie selbst to-
pologische Rdume sind. Seien:

(280) HE'(X,Y) := HE(X,Y)/ ~homotop

(281) WHE'(X,Y) := WHE(X,Y)/ ~homotops

wobei diese mit der Quotiententopologie selbst topologische Rédume sind.

Lemma 35.1. Fir eine Gruppe G, fir die K(G,1) ein CW-Komplex ist (XXXX: Ist
diese Bedingung notwendig?), ist:

(282) HE'(K(G,1)) = Out(G).

Beweis. (Siehe [?]|, Aufgabe 3 in Kapitel 4) XXXX O
Beispiel 35.2. Topologische Rdaume, fiir die alle Homologiegruppen isomorph sind, mdiis-

sen nicht schwach homotopieiquivalent sein. CP* und S?V S* haben mit Lemma (XXXX)
und (XXXX) isomorphe Homologie:

Z n=24
0 ;sonst.

(283)  H,(CP*7Z) = { >~ H,(S%7) ® H,(S7) = H,(S*V 5%, 7),

aber nach Lemma (XXXX) sind ihre dritten, vierten und fiunften Homotopiegruppen nicht
1somorph:

(284) m3(CP?) 21 272 7+ 1 =2 13(S?)  m3(S*) = 13(5? v 5%)
(285) 74(CP?) 2 1 % Zy x 7 =2 14(S?) % my(S*) = m4(S% v S%)
(286) m5(CP?) 2 Z % Ly * Ly = m5(S?) * m5(S*) = m5(S* v SH)

TEIL 3. KOHOMOTOPIETHEORIE
36. KOHOMOTOPIE

Definition 36.1 (Kohomotopiemenge). Fr einen punktierten topologischen Raum (X, x¢)
1st die Homotopieklasse:

(287) Wn(Xv IO) = [(X7 ZL’O), (Snv *)] - O((Xv l’o), (Sn7 *))/ ™~ homotop; 1 > 2
seine n-te Kohomotopiemenge.

Es gibt eine natiirliche Paarung zwischen Homotopie und Kohomotopie, welche von der
Komposition induziert wird:

(288) T(X) x wn(X) D20l o gy~ 7

Nach Lemma (XXXX) sind die Sphéren S°, S', S3 und S” die einzigen Sphiren, welche
H-Ré&ume sind. Nach Lemma (?7) ergeben sich fiir einen topologischen Raum X daher
Gruppenstrukturen auf den Kohomotopiemengen 7°(X), 7!(X), 73(X) und 77 (X).

Lemma 36.2. Fir einen topologischen Raum X ist:
(289) (X)) = 7™,
Beweis. XXXX U
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TEIL 4. PROJEKTIVE RAUME
37. 0o-SPHARE

Mithilfe von direkten Limiten ldsst sich aus den endlichdimensionalen Sphéren S™ eine
unendlichdimensionale Sphére S* definieren. Es gibt eine kanonische Inklusion von reell
euklidischen Rédumen ineinander:

(290) i R™ s R™2 10 (2,0).
Durch die Einschrankung auf normierte Vektoren ergibt sich eine Abbildung:
(291) inlsn: S™ — S™T x s (2,0).

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir € R"™ mit ||z|| = 1 ist ||(z,0)] = 1. Es ergibt
sich ein kommutatives Diagramm:

Rn—H in Rn+2

I

Sn Sn+1

in |Sn

aus welcher die Stetigkeit der Abbildung direkt mit der universellen Eigenschaft der Teil-
raumtopologie folgt. Die Abbildungen i,|gn: S™ < S™*! definieren nun ein induktives
System tiber der partiell geordneten Menge (N, <), dessen direkter Limes sich bilden
lasst.

Definition 37.1 (co-Sphére). Der direkte Limes:
(292) S = lim S"

neN
1st die oo-Sphére.

Satz 37.2. 5% ist schwach zusammenziehbar.

Bewers. XXXX O

38. REELLE PROJEKTIVE RAUME

Die multiplikative Gruppe R* = R\ {0} wirkt auf dem topologischen Raum R™**\ {0}
durch Skalarmultiplikation, was eine Aquivalenzrelation auf diesem induziert. Fiir =,y €
R\ {0} ist  ~ y genau dann, wenn es ein A € R* = R\ {0} mit x = \y gibt. Zwei
Punkte liegen daher genau dann in der gleichen Aquivalenzklasse, wenn sie im gleichen
eindimensionalen reellen Untervektorraum von R™™! liegen.

Definition 38.1 (Reeller projektiver Raum). Der Quotientenraum unter dieser Aquiva-
lenzrelation:

(293) RP" .= (R”“ \ {O}) JR*
1st der n-te reell projektive Raum.

Unter Einschrinkung auf die Einheitssphéren S™ C R"*\ {0} und S° C R\ {0} lésst
sich der n-te reell projektive Raum auch alternativ ausdriicke als:

(294) RP" = S"/S°.

Beispiel 38.2. Es ist RP? = {x}.

Lemma 38.3. Es ist RP!' = S,

Beweis. XXXX U
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38.1. CW-STRUKTUR DER REELL PROJEKTIVEN RAUME
Lemma 38.4. S™ — RP" ist ein Faserbiindel mit Faser S°.

Da die Faser S° diskret ist, bedeutet das insbesondere, dass S™ eine doppelte Uberla-
gerung von RP" ist.

Beweis. XXXX ]
38.2. UNENDLICH REELL PROJEKTIVER RAUM

Mithilfe von direkten Limiten lésst sich aus den endlich reell projektiven Raumen RP"
ein unendlich reell projektiver Raum RP> definieren. Es gibt eine kanonische Inklusion
von reell euklidischen Raumen ineinander:

(295) i R s R™2 25 (2, 0).

Durch den Ubergang auf die jeweiligen Aquivalenzklassen ihrer projektiven Rédume ergibt
sich eine Abbildung:

(296) [in]: RP" — RP"™ [z] + [z : 0] = [(x,0)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir z,y € R™™ \ {0} mit [z] = [y], also fiir die es
ein A € R* =R\ {0} mit z = \y gibt, ist (z,0) = A(y,0), also [z : 0] = [y : 0]. Es ergibt

sich ein kommutatives Diagramm:

R+ _in_ pnt2

L]

]an W RPn—i—l

aus welcher die Stetigkeit der Abbildung direkt mit der universellen Eigenschaft der Quo-

tiententopologie folgt. Die Abbildungen [i,]: RP" < RP"*! definieren nun ein induktives
System tiber der partiell geordneten Menge (N, <), dessen direkter Limes sich bilden lasst.

Definition 38.5 (Unendlich reell projektiver Raum). Der direkte Limes:
(297) RP* :=limRP"
neN

ist der unendlich reell projektive Raum.

Durch den direkten Limes ergibt sich aus dem Faserbiindel nach Lemma (??7) mit Satz
(??) ein Faserbiindel:

(298) SY = 5% — RP™.

Da die co-Sphére nach Satz (??) schwach zusammenziehbar ist, also all ihre Homotopie-
gruppen verschwinden, ergibt sich aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen
von Faserbiindeln aus Satz (77), dass:

Zoy n=1

0o 0 __
(299) T, RP* = 7,15 —{ | ns1

39. KOMPLEXE PROJEKTIVE RAUME

Die multiplikative Gruppe C* = C\ {0} wirkt auf dem topologischen Raum C"*\ {0}
durch Skalarmultiplikation, was eine Aquivalenzrelation auf diesem induziert. Fiir z,y €
Cm*1\ {0} ist # ~ y genau dann, wenn es ein A € C* = C\ {0} mit z = \y gibt. Zwei
Punkte liegen daher genau dann in der gleichen Aquivalenzklasse, wenn sie im gleichen
eindimensionalen komplexen (also zweidimensional reellen) Untervektorraum von C"*!
liegen.
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Definition 39.1 (Komplexer projektiver Raum). Der Quotientenraum unter dieser Aqui-
valenzrelation:

(300) CpP":= (C"'\ {0}) /C*
1st der n-te komplex projektive Raum.

Unter Einschrinkung auf die Einheitssphiren S?"* c C"™'\ {0} und S* c C\ {0}
lasst sich der n-te reell projektive Raum auch alternativ ausdriicke als:

(301) CP" = §*t1/gt,

Beispiel 39.2. Es ist CP? = {x}.

Lemma 39.3. Es ist CP! = S2.

Beweis. XXXX U

39.1. CW-STRUKTUR DER KOMPLEX PROJEKTIVEN RAUME

Lemma 39.4. S?"t!1 — CP" ist ein Faserbiindel mit Faser S*.

Beweis. XXXX U

39.2. VERBINDUNG ZU REELL PROJEKTIVEN RAUMEN

Die reell projektiven Raume lassen sich mit den komplex projektiven Radumen verbin-
den. R?" ist isomorph zu C" als C-Vektorraum durch den C-Vektorraumisomorphismus:

(302) ¢: R*™ — C", (z,y) — x + iy.

Durch den Ubergang auf die jeweiligen Aquivalenzklassen ihrer projektiver Rédume ergibt
sich eine stetige Abbildung:

(303) [¢]: RP*™ ! = CP" ! [2] — [¢(2)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir z,y € R**\ {0}, fiir die ein A € R\ {0} mit
r = \y existiert (also z ~ y in RP*"1) gilt ¢(z) = Ad(y) (also ¢(z) ~ ¢(y) in CP" 1),
da ¢ ein C-Vektorraumisomorphismus ist. Es ergibt sich ein kommutatives Diagramm:

R2n ¢ Cn

L

RPQn—l " CPn—l

Fiir n = 2 ergibt sich mit CP' = S? nach Lemma (?7) insbesondere eine Abbildung
[6]: RP? — 2.

Lemma 39.5. RP?» ! — CP" ! ist ein Faserbiindel mit Faser S*.

Beweis. XXXX [l

Aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen von Faserbiindeln nach Satz
(?77) folgt mit den trivialen hoheren Homotopiegruppen der 1-Sphire S nach Lemma
(??) insbesondere:

(304) m(RP" 1 = 1 (CP™ 1),k > 3.
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39.3. UNENDLICH KOMPLEX PROJEKTIVER RAUM

Mithilfe von direkten Limiten lasst sich aus den endlich komplex projektiven Rdumen
CP™ ein unendlich komplex projektiver Raum CP> definieren. Es gibt eine kanonische
Inklusion von komplex euklidischen Rdumen ineinander:

(305) in: C"T s C"*2 2 (,0).

Durch den Ubergang auf die jeweiligen Aquivalenzklassen ihrer projektiven Réume ergibt
sich eine Abbildung:

(306) [in]: CP" — CP"" [2] = [2: 0] = [(2,0)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir z,w € C"**\ {0} mit [z] = [w], also fiir die
esein A € C* = C\ {0} mit z = \w gibt, ist (2,0) = A(w,0), also [z : 0] = [w : 0]. Es

ergibt sich ein kommutatives Diagramm:

Cn-‘,—l in Cn+2

L]

(Cpn W (CPn-l—l

aus welcher die Stetigkeit der Abbildung direkt mit der universellen Eigenschaft der Quo-

tiententopologie folgt. Die Abbildungen [i,]: CP" < CP"*! definieren nun ein induktives
System tiber der partiell geordneten Menge (N, <), dessen direkter Limes sich bilden lasst.

Definition 39.6 (Unendlich komplex projektiver Raum). Der direkte Limes:
(307) CP>* :=1limCP"

neN
1st der unendlich komplex projektive Raum.

Durch den direkten Limes ergibt sich aus dem Faserbiindel nach Lemma (??7) mit Satz
(??) ein Faserbiindel:
(308) St — S — CP™.

Da die co-Sphére nach Satz (?7) schwach zusammenziehbar ist, also all ihre Homotopie-
gruppen verschwinden, ergibt sich aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen
von Faserbiindeln aus Satz (77), dass:

1 ;n=1
(309) 1,CP® =7m, S* =S 7Z n=2 .
1 ;n>2

40. QUATERNIONISCHE PROJEKTIVE RAUME

Die multiplikative Gruppe H* = H\ {0} wirkt auf dem topologischen Raum H"*!\ {0}
durch Skalarmultiplikation, was eine Aquivalenzrelation auf diesem induziert. Fiir z,y €
H™\ {0} ist z ~ y genau dann, wenn es ein A € H* = H \ {0} mit z = \y gibt. Zwei
Punkte liegen daher genau dann in der gleichen Aquivalenzklasse, wenn sie im gleichen

eindimensionalen quaternionischen (also vierdimensional reellen) Untervektorraum von
H"*! liegen.

Definition 40.1 (Quaternionischer projektiver Raum). Der Quotientenraum unter dieser
Aquivalenzrelation:

(310) HP" := (H"'\ {0}) /H"

st der n-te quaternionisch projektive Raum.
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Unter Einschrinkung auf die Einheitssphiren S c H"™ \ {0} und S® C H\ {0}
lasst sich der n-te reell projektive Raum auch alternativ ausdriicke als:

(311) HP" = §43 /83,

Beispiel 40.2. Es ist HP? = {x}.

Lemma 40.3. Es ist HP! =~ 4,

Beweis. XXXX [
40.1. CW-STRUKTUR DER QUATERNIONISCH PROJEKTIVEN RAUME

Lemma 40.4. S*t3 — HP" ist ein Faserbiindel mit Faser S3.

Bewers. XXXX O

40.2. VERBINDUNG ZU QUATERNIONISCH PROJEKTIVEN RAUMEN

Die komplex projektiven Rédume lassen sich mit den quaternionisch projektiven Raumen
verbinden. C?" ist isomorph zu H" als R-Vektorraum durch den R-Vektorraumisomorphismus:
(312) P C* — H", (2,y) = = + jy.

Durch den Ubergang auf die jeweiligen Aquivalenzklassen ihrer projektiver Riume ergibt
sich eine stetige Abbildung:

(313) []: CP*" 1 — HP" ', [2] = [¥(2)].

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir z,w € C*" \ {0}, fiir die ein A € C \ {0} mit
z = Aw existiert (also z ~ w in CP* 1), gilt 1(2) = Mp(w) (also ¥(z) ~ ¥(y) in HP™" 1),
da 1 ein R-Vektorraumisomorphismus ist. Es ergibt sich ein kommutatives Diagramm:

(C2n Y H»

L

(CPanl 7 Hpnfl

Fiir n = 2 ergibt sich mit HP' 2 S* nach Lemma (??) insbesondere eine Abbildung
[¢]: CP? — S* Mit CP? = SO(5)/U(2) nach XXXX und S* = SO(5)/SO(4) nach
XXXX ist diese genau die kanonische Projektion.

Lemma 40.5. CP?"! — HP" ! ist ein Faserbiindel mit Faser S>.
Beweis. XXXX U

Aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen von Faserbiindeln nach Satz
(7?) folgt mit Lemma (XXXX) insbesondere:

(314) T (CP* ) = (HP™ 1), k < 2.
40.3. UNENDLICH QUATERNIONISCH PROJEKTIVER RAUM

Mithilfe von direkten Limiten lasst sich aus den endlich komplex projektiven Rdumen
HP™ ein unendlich komplex projektiver Raum HP> definieren. Es gibt eine kanonische
Inklusion von komplex euklidischen Rdumen ineinander:

(315) i H' s H™ 2 2 (2,0).

Durch den Ubergang auf die jeweiligen Aquivalenzklassen ihrer projektiven Rédume ergibt
sich eine Abbildung:

(316) [in]: HP™ — HP" ™ [2] = [2: 0] = [(2,0)].
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Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir ¢,p € C"™' \ {0} mit [¢] = [p], also fiir die es
ein A € H* = H\ {0} mit ¢ = Ap gibt, ist (¢,0) = A\(p,0), also [¢ : 0] = [p : 0]. Es ergibt
sich ein kommutatives Diagramm:

in
Hn+1 Hn+2

L

HP" —— HP" !

aus welcher die Stetigkeit der Abbildung direkt mit der universellen Eigenschaft der Quo-

tiententopologie folgt. Die Abbildungen [i,,|: HIP" < HP"™"! definieren nun ein induktives
System tiber der partiell geordneten Menge (N, <), dessen direkter Limes sich bilden lasst.

Definition 40.6 (Unendlich quaternionisch projektiver Raum). Der direkte Limes:
(317) HP>® = lim HP"

neN
1st der unendlich quaternionisch projektive Raum.

Durch den direkten Limes ergibt sich aus dem Faserbiindel nach Lemma (?7?) mit Satz
(?7?) ein Faserbiindel:

(318) S? — 8% — HP™.
Da die oo-Sphére nach Satz (?7) schwach zusammenziehbar ist, also all ihre Homotopie-

gruppen verschwinden, ergibt sich aus der langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen
von Faserbiindeln aus Satz (77), dass:

(319) T (HP>®) = m,_1(S?).

Héaufig wird diese Relation in rationale Homotopietheorie iiberfiihrt, da dann analog wie
beim unendlich reell und komplex projektiven Raum nur eine rationale Homotopiegruppe
nicht trivial ist:

1 :n<4
(320) THAP®)@Q=7m,1()®Q=¢ Q ;n=4 .
1 ;n>4

41. OKTONIONISCHE PROJEKTIVE RAUME
Definition 41.1 (Oktonionischer projektiver Raum). XXXX
Lemma 41.2. Es ist QP! = S8,
Bewers. XXXX O
Es gibt kein Faserbiindel:
(321) ST 8B 5 OP?,
da XXXX.

42. ARNOLD-KUIPER-MASSEY-THEOREM (AKM-THEOREM)
42.1. KOMPLEXES AKM-THEOREM

Die Automorphismengruppe Aut C des komplexen Korpers C aufgefasst als reelle Al-
gebra (R-Algebra) ist nach XXXX gegeben durch die erste orthogonale Gruppe O(1):

(322) AutC 22 O(1).
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Diese wirkt auf dem komplexen Korper C und dadurch jeweils auf den einzelnen homo-
genen Koordinaten des komplexen projektiven Raum CP", wodurch sich eine Gruppen-
wirkung:

(323) Oo(1) xCpP*—=CP"
ergibt.

Theorem 42.1 (Komplexes AKM-Theorem). Der Orbitraum der komplex projektiven
Ebene CP? unter der Wirkung von O(1) ist die 4-Sphire S*:

(324) CP?/0(1) = s

Bewers. XXXX O
Nach dem komplexen AKM-Theorem gibt es eine kanonische Projektion:
(325) CP? — 5%
42.2. QUATERNIONISCHES AKM-THEOREM

Die Automorphismengruppe AutH des quaternionischen Korpers H aufgefasst als re-
elle Algebra (R-Algebra) ist nach XXXX gegeben durch die dritte spezielle orthogonale
Gruppe SO(3):

(326) AutH 2 SO(3).

Diese wirkt auf dem quaternionischen Koérper H und dadurch jeweils auf den einzelnen
homogenen Koordinaten des komplexen projektiven Raum HP", wodurch sich eine Grup-
penwirkung:

(327) SO(3) x HP" — HP"
ergibt.

Theorem 42.2 (Quaternionisches AKM-Theorem). Der Orbitraum der quaternionischen
projektiven Ebene HP? unter der Wirkung der ersten unitiren Gruppe U(1) ist die 7-
Sphire S7:

(328) HP2/U(1) = S7.

Beweis. XXXX U
Nach dem quaternionischen AKM-Theorem gibt es eine kanonische Projektion:
(329) HP? — S7.
42.3. OKTONIONISCHES AKM-THEOREM

Die Automorphismengruppe Aut © des oktonionischen Kérpers O aufgefasst als reelle
Algebra (R-Algebra) ist nach XXXX gegeben durch die exeptionelle Lie-Gruppe Ga:

(330) Aut O = G,.

Diese wirkt auf dem oktonionischen Korper @ und dadurch jeweils auf den einzelnen
homogenen Koordinaten des oktonionischen projektiven Raum QP", wodurch sich eine
Gruppenwirkung:

(331) Gy, x OP" — OP"
ergibt.
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Theorem 42.3 (Oktonionisches AKM-Theorem). Der Orbitraum der oktonionischen pro-
jektiven Ebene QP? unter der Wirkung der ersten symplektischen Gruppe Sp(1) ist die
13-Sphdire S13:

(332) OP?/Sp(1) = S,

Beweis. XXXX U
Nach dem oktonionischen AKM-Theorem gibt es eine kanonische Projektion:
(333) OP? — S%.

43. KOMBINATION DES QUATERNIONISCHEN AKM-THEOREMS MIT DER
QUATERNIONISCHEN HOPF-FASERUNG

(334) C* 2 5° - S$°/U(1) 2 CP?
(335) CP? - CP?/0O(1) = $*
(336) C*D 8% - S/ U(1) =CP' = &2
XXXX

(337) H? D S — S/ Sp(1) = HP?
(338) HP? - HP?*/U(1) = S7
(339) H? D S" - S7/Sp(1) = HP = §*
XXXX

(340) 0% 2 8% — S /Gy =2 QP?
(341) OP? - QP?/Sp(1) = S+
(342) 0?2 8Y » 818/G, =0P = S®

43.1. PROJEKTION SPEZIELLER UNITARER GRUPPEN

(343) SO(n) <3 SO(n +1) — SO(n +1)/SO(n) = S"

(344) Pringo(m) S™ = m,-1 SO(n)

Insbesondere fiihrt der Diffeomorphismus SO(2) = S nach Satz (XXXX) zu zwei Faser-
biindeln {iber einer Sphére mit jeweils sphéarischem Totalraum und sphérischer Faser:

(345) SO(1) 21 < SO(2) = St — S0O(2)/S0(1) = §*

(346) SO(2) =2 5% < SO(3) @ RP? — SO(3)/SO(2) = 52

Insbesondere fiihrt der Diffeomorphismus SO(3) = RP? nach Satz (XXXX) zu zwei Fa-
serblindeln iiber einer Sphéare mit jeweils spharischem Totalraum und sphérischer Faser:

(347) SO(2) =2 S% < SO(3) @ RP? — SO(3)/S0(2) = 52
(348) SO(3) 2 RP? — SO(4) — SO(4)/SO(3) = S?
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43.2. PROJEKTION SPEZIELLER UNITARER GRUPPEN

(349) SU(n) < SU(n + 1) — SU(n + 1)/SU(n) = §2"*+

(350) Pringy(,) S = my, SU(n)

Insbesondere fiihrt der Diffeomorphismus SU(2) 2 S3 nach Satz (XXXX) zu zwei Faser-
biindeln iiber einer Sphére mit jeweils sphéirischem Totalraum und sphérischer Faser:

(351) SU(1) 1< SU(2) = S° - SU(2)/SU(1) = §°
(352) S% 2 SU(2) — SU(3) — SU(3)/SU(2) = S°

43.3. PROJEKTION SYMPLEKTISCHER GRUPPEN

(353) Sp(n) < Sp(n + 1) — Sp(n + 1)/ Sp(n) = 43
(354) Pringpn) S 2 74,42 Sp(n)

44. CW-STRUKTUR VON SPHAREN

Sphéren sind wohl die einfachsten Beispiele fiir CW-Komplexe mit weitreichenden An-
wendungen, was aufgrund ihrer Verwendung in deren Definition nicht iiberraschend ist.
Sphéren zeigen dabei, dass die CW-Struktur eines CW-Komplexes nicht eindeutig sein
muss, denn fiir diese werden bereits zwei vollig verschiedene je nach Anwendung benutzt.

Lemma 44.1. Das Diagramm:
177
{x} —— 5"
st kokartesisch.
S™ entsteht also aus {*} durch Anklebung einer n-Zelle.
Bewers. XXXX O
Das bedeutet, dass S™ eine CW-Struktur mit einer 0-Zelle und einer n-Zelle hat.
Lemma 44.2. Das Diagramm:
sS4 S ——— S
|
Drtl 4 pntl _y gntl
st kokartesisch.
S™+1 entsteht also aus S™ durch Anklebung von zwei n + 1-Zellen.
Bewers. XXXX O

Beginnend mit S° bestehend aus zwei 0-Zellen, folgt aus der induktiven Anwendung
dieses Lemmas, dass S™ eine CW-Struktur mit zwei k-Zellen fiir 0 < k£ < n hat.
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45. HOMOTOPIE PROJEKTIVER RAUME
45.1. HOMOTOPIE DES REELL PROJEKTIVEN RAUMS
XXXX
45.2. HOMOTOPIE DES KOMPLEX PROJEKTIVEN RAUMS
XXXX
45.3. HOMOTOPIE DES QUATERNIONISCH PROJEKTIVEN RAUMS
XXXX

46. HOMOLOGIE PROJEKTIVER RAUME

46.1. HOMOLOGIE DES REELL PROJEKTIVEN RAUMS

7, p. 53]
(355) XXXX
n | Zy ;n gerade
(356) H, 1 (RP") = { Z ;n ungerade
w1 ;n gerade
(357) H,(RP") = { Z ;n ungerade

Korollar 46.1 (Euler-Charakteristik des reellen projektiven Raumes). Die Euler-Charakteristik
des reellen projektiven Raumes ist gegeben durch: |7, Bsp 4.8]

(358) X(RP") =
46.2. HOMOLOGIE DES KOMPLEX PROJEKTIVEN RAUMS
XXXX [?, p. 52]

Korollar 46.2 (Euler-Charakteristik des komplexen projektiven Raumes). Die Euler-
Charakteristik des komplexen projektiven Raumes ist gegeben durch: |7, Bsp 4.8|

(359) X(CP")=n+1
46.3. HOMOLOGIE DES QUATERNIONISCH PROJEKTIVEN RAUMS
XXXX
TEIL 5. HOMOLOGIETHEORIE
47. KETTENKOMPLEXE

Definition 47.1 (Kettenkomplex). Eine Familie an abelschen Gruppen (oder allgemeiner
Objekten einer abelschen Kategorie) (C,)nen und Gruppenhomomorphismen (Op)nen: Cn —
Ch_1, wobei C_1 =1 und 0y = 0, fiir die:

(360) Yn>1:0,_100,=0
bilden einen Kettenkomplex. [?, Def. 2.1]

Die Gruppe der n-Zykel ist:
(361) Zn(Cy) == ker(0,) < C,
Die Gruppe der n-Rdnder ist:
(362) B,(C) :=1mg(0py1) < Cy.
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Ein Kettenkomplex, fiir den:

(363) YN: Zo(C,) = B,(C,) < ker(d,) = img(dp41)
wird exakt genannt. Es gibt kanonische exakte Sequenzen:

(364) 0— Z,(Cs) — Cy, » B,_1(Ce) = 0
(365) 0 — B,(C,) — C,, » C,/B,(Cy) = 0

Definition 47.2 (Homologie eines Kettenkomplexes). Fir einen Kettenkomplex (C., Oy)
st die Faktorgruppe:

(366) H,(Cy) = Z,(Cy)/B,(C,)
dessen Homologiegruppe. |7, Def. 2.3|

Die Elemente werde Homologieklassen genannt. Es gibt kanonische exakte Sequenzen:
(367) 0— Bn(C,) — Z,(Cy) - H,(Cs) — 0

(368) 0— H,(Cy) = C,/B,(Cy) - B,_1(Cs) = 0

Korollar 47.3. Fin Kettenkomplex ist genau dann exakt, wenn alle seine Homologiegrup-
pen trivial sind.

Definition 47.4 (Kettenabbildung). Fir Kettenkomplexe (Cy,0,), (D, O) ist eine Folge
von Gruppenhomomorphismen f,,: C, — D,, die mit den Randoperatoren vertraglich sind:

(369) Jno ag+1 = ar?Jrl O frt1
eine Kettenabbildung f,: C, — D,.

Eine Kettenabbildung bildet zudem Zykel auf Zykel und Réander auf Rénder ab, da:
(370)
(0F 0 fa)(Zn(CL)) = (fa-1 0 05)(Zn(C)) = fa-1(05 ker8) = 0= fo(Za(CL)) S Zn(D.)
(371) fn(Bn(C*)) = fn(ar?—i-lcn-&-l) = (@?—&-1 © fn-i-l)(cn—H) - 8n-H(Dn-i-l) = Bn(D*)
Damit induziert eine Kettenabbildung f,: C, — D,:
(372) H,(f.): H,(Cy) = Hy(Dy), 2 Bn(Cy) = fr(zn)Bn(Dy)
Diese ist wohldefiniert, da fiir 2,1, 2,2 € Z,(C.) beliebig mit 2, 1B, (C.) = z,28,(Cx),
also 2,1 0 z, 5 € B,(C,), aufgrund von Gleichung (XXXX) gilt, dass:
(373) f(zn,l) © fn(zn,Q)_l = fn(zn,l o Z;é) € Bn(D*) = f(zn,l)Bn(D*) = fn(zn,Q)Bn<D*)

und zudem ein Homomorphismus.

Offensichtlich gelten fiir die Identitit sowie mit einem weiteren Kettenkomplex (E,, 0)
und einer Kettenabbildung g,: D, — E,:

(374) H,(idx) = id g, (x)

(375) H, (g 0 fo) = Hn(gs) o Hu(f)
womit die Homologiegruppe zu einem kovarianten Funktor wird:
(376) H,: Top — AbGrp

Definition 47.5 (Unterkomplex). Fir einen Kettenkomplex (C,, 0,) ist ein Kettenkom-
plez (D, 0,) mit:
I)vneN: D, <C,
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II.) Vn € N: 0,(D,,) C D, 4

ein Unterkomplex.

Definition 47.6 (Quotientenkomplex). Fir einen Kettenkomplex (Cy, 0,) und einen Un-
terkomplex (D, 0) ist:

(377) (C./D.) = Cn/D»,

Definition 47.7 (Relative singuldre Kettenkomplex). Fir ein Raumpaar (X, A) ist der
Quotientenkomplex:

(378) Cu(X,A):=C.(X)/C.(A)
der relative singuldre Kettenkomplex.
Die Homologiegruppe eines relativen singuldren Kettenkomplexes wird auch als:
(379) H,(X,A) = H,(C,(X,A))
bezeichnet und relative singuldre Homologiegruppe genannt.

Definition 47.8 (Tensorprodukt von Kettenkomplexen). Fiir Kettenkompleze (C,,d%),
(D,,0P) ist (C ® D),, (0 ® dP),) mit:

(380) (C® D)= P Cie D;
i+j=k
(0 ®0")ir;: (C®D)iyy = (C® D)y,
(381) (09 ®@0P)iyj(c; @ dy) = 8 e @ dj + (—1)'e; ® 97 d,
thr Tensorprodukt.

Das Tensorprodukt zweier Kettenkomplexe ist wieder ein Kettenkomplex, da:
(09 @ 0)in; 107 @ O)iyy(ci @ dy)
=(0° ® 0)irj1 (0 c; @ dj + (—1)'c; @ 07 dy)

(382) =07,0{c;@d;+ (—1)7'07 ¢; ® 0P d; + (—1)'0 ¢; ® 0P d;j +¢; ® 02 ,0Pd; = 0

—_——— ~ w_/

=0 =0 =0

Fiir eine abelsche Kategorie A ist Ch(A) die Kategorie der Ketten auf A, deren Objekte
alle Ketten mit Objekten und Morphismen in A, und deren Morphismen alle Kettenmor-
phismen sind. Ch™(A), Ch*(A),Ch"(A) C Ch(A) sind die Unterkategorien der nach
unten und oben sowie beidseitig beschrankten Ketten auf A.
Fiir eine abelsche Kategorie A ist Kom(A) die Kategorie der Komplexe auf A, deren

Objekte ebenfalls alle Ketten mit Objekten und Morphismen in A sind, aber deren Mor-
phismen nur Kettenhomotopieklassen aller Kettenmorphismen sind:

(383) ObKom(A) := Ob Ch(A)

(384) KOIII(A) (C*7 D*) = Ch(A)(C*> D*)/ "~kettenhomotop

Kom™ (A), Kom™ (A4), Kom"(A) ¢ Kom(A) sind die Unterkategorien der nach unten
und oben sowie beidseitig beschrinkten Komplexe auf A.

(385) Ch: Cat — Cat

(386) Kom: Cat — Cat
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47.1. INJEKTIVE MODELLSTRUKTUR AUF KETTENKOMPLEXEN
XXXX

47.2. PROJEKTIVE MODELLSTRUKTUR AUF KETTENKOMPLEXEN
XXXX

48. KOKETTENKOMPLEXE
Definition 48.1 (Kokettenkomplex). XXXX

Die Gruppe der n-Kozykel ist:
(387) Z"(C*) = ker(6") < C"
Die Gruppe der n-Korinder ist:
(388) B"(C*) := img(6" 1) < C™.
Ein Kokettenkomplex fiir den:

(389) YV . 2(C*) = BMCY) & ker(6,) = img(6,_1)

neN

wird exakt genannt. Es gibt kurze exakte Sequenzen:

(390) 0— Z"(C*) < C" — B"}(C*) =0

(391) 0 = B"(C*) = C" — C"/B"(C*) — 0

Definition 48.2 (Kohomologie eines Kettenkomplexes). Fiir einen Kokettenkomplex (C*, §*)
1st die Faktorgruppe:

(392) H™(C*):=Z"(C*)/B"(C*)
dessen Kohomologiegruppe.
Die Elemente werde Kohomologieklassen genannt. Es gibt kanonische exakte Sequenzen:

(393) 0 — B"(C*) = Z"(C*) = H™(C*) = 0

(394) 0— H"(C*) — C"/B™(C*) = B""(C*) = 0

Korollar 48.3. Ein Kokettenkomplex ist genau dann exakt, wenn alle seine Kohomolo-
giegruppen trivial sind.

48.1. INJEKTIVE MODELLSTRUKTUR AUF KOKETTENKOMPLEXEN
XXXX

48.2. PROJEKTIVE MODELLSTRUKTUR AUF KOKETTENKOMPLEXEN
XXXX
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49. SIMPLIZES
49.1. ABSTRAKER SIMPLIZIALKOMPLEX

Eine endliche nichtleere Menge o wird abstraktes Simpler genannt. Ein Element eines
abstrakten Simplizes wird Ecke und eine nichtleere Teilmenge wird Seite (oder Facette)
genannt.

Die Dimension eines abstrakten Simplizes ist:

(395) dimo :=|o| — 1

Definition 49.1 (Abstrakter Simplizialkomplex). Fine Menge K von abstrakten Simpli-
zes, fir die:

(396) Vo e KVo' Co:0' €K

ist ein abstrakter Simplizialkomplex (oder kombinatorischer Simplizialkomplex ).

Die Menge aller Ecken aller abstrakten Simplizes in einem abstrakten Simplizialkom-
plex:

(397) viK) = U e}

ist seine Eckenmenge (oder Eckenbereich). Ein abstrakter Simplizialkomplex wird endlich
genannt, wenn er eine endliche Menge enthélt, und lokal endlich, wenn jede Ecke nur zu
endlich vielen abstrakten Simplizes gehort.

Die Dimension eines abstrakten Simplizialkomplexes I ist:
(398) dim K := max dim o

e

Definition 49.2 (p-Skelett). Fir einen abstrakten Simplizialkomplex IC ist die Teilmenge
seiner abstrakten Simplizes mit einer Dimension kleiner als n:

(399) K,:={0 € K|dimo < p}
dessen p-Skelett.

Definition 49.3 (p-te simpliziale Gruppe). Fir einen abstrakten Simplizialkomplex K ist
die freie abelsche Gruppe:
(400) CA(K) = Z x (K \ Kyor)
die p-te simpliziale Gruppe.
49.2. GEOMETRISCHER SIMPLIZIALKOMPLEX

Ein topologischer Raum, der homéomorph zu einem geometrischen Simplizialkomplex
ist, wird triangulierbar genannt.

49.3. SIMPLIZIALE ABBILDUNGEN

Definition 49.4 (Simpliziale Abbildung). Fiir abstrakte Simplizialkomplexe K, L ist eine
Abbildung f: V(K) — V(L), fir die:

(401) Voe Kare LVz €o: f(x)eT
eine simpliziale Abbildung f: K — L.
Eine bijektive simpliziale Abbildung wird simplizialer Isomorphismus genannt.

Definition 49.5 (Simpliziale Approximation). Fir abstrakte Simplizialkompleze IC, L und
eine stetige Abbildung f: |K| — |L]
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50. SIMPLIZIALE HOMOLOGIE

(402) Op: CR(K) = CR1(K), Oy, . ) = D> (=1 (wr, . By )

k

OprOp(ar, o) = > (=1 Ocr (2, Biy )

:Z(—l)i (Z(—l)j<a:1,...,/x\j,...,it\i,...,atk> —Z(—l)j<x1,...,@,...,fj,...,:1:

j<i j>i
Definition 50.1 (Simpliziale Homologie). Fiir einen abstrakten Simplizialkomplex K ist
die Homologie seines Kettenkomplezes:

(403) H.(K) := H.(C2(K), 9,)

seine simpliziale Homologie.

Lemma 50.2. Fir eine simpliziale Menge X und eine Gruppe G ist:

(404) HI™ (X3 G) = H™(|X[: G)

Beweis. U

Definition 50.3 (Simpliziale Homologie mit Koeffizienten). Fiir einen abstrakten Sim-
plizialkomplex K und eine Gruppe G ist die Homologie ihres Kettenkomplezes:

(405) H.(K,G) = H,(C2(K) ®z G, 0c.)
seine simpliziale Homologie mit Koeffizienten in G.
Fiir eine Sequenz 0 — B % € wird Gleichung (XXXX) zu ker(g) = {0}, also ist die

Sequenz genau dann exakt, wenn ¢ injektiv ist.

Fiir eine Sequenz A 5 B = 0 wird Gleichung (XXXX) zu img(f) = B, also ist die
Sequenz genau dann exakt, wenn f surjektiv ist.

Fiir eine Sequenz 0 — A 5 B — 0 wird Gleichung (XXXX) zu ker(f) = {0} und
img(f) = B, also ist die Sequenz genau dann exakt, wenn f ein Isomorphismus ist.

Fiir eine Sequenz 0 — A 5B % =0 wid Gleichung (XXXX) zu ker(f) = {0};
img(f) = ker(g) womit g o f = 0 und img(g) = C. Aus dem Homomorphiesatz folgt

B/img(f) = B/ker(g) = img(g) = C.

Fiir Raumpaare (X, A) und (Y, B) ist eine stetige Abbildung f: X — Y, fiir die f(A) C B
eine stetige Abbildung von Raumpaaren.

Fiir ein Raumpaar (X, A) gibt es eine kurze exakte Sequenz:
(406) 0— Ci(A) = Cu(X) = Cu(X,A) = 0

Lemma 50.4. Fir ein Raumpaar (X,A) gibt es eine Familie an Homomorphismen
(On)nen: Ho(X, A) = H,_1(A), sodass die Sequenz:

(407) oo Ho(X) = Ho(X, A) 2 Hy 1 (A) = Hy 1 (X) = ...
exakt ist.

Beweis. O
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Lemma 50.5. Fir punktierte topologische Raume (X, o) und (Y,yo), fir die {zo} und
{yo} abgeschlossen und Umgebungsdeformationsretrakte von X und Y sind, ist:

(408) H(XVY)2 H(X)® H.(Y)

Beweis. Da {zo} bzw. {yo} Umgebungsdeformationsretrakte von X bzw. Y sind, gibt es
offene Mengen U C X und V' C Y, Einbettungen i;: {29} — U und iy: {yo} — V
sowie stetige Abbildungen py: U — {zo} und p2: V- — {yo}, sodass (p1 0 i1)(xg) = zo
und (p20is)(yo) = Yo sowie i3 0p; =~ idy und ig0py >~ idy, womit U ~ {xo} und V' ~ {y,}.

(UxY)N(XVY)und (X x V)N (X VY) sind offer(]in X VY und iiberdecken X VY,
dann ist nach dem Satz von Mayer—Vietoris mit U x V = (U x Y) N (X x V) die Sequenz:

H, (U x {yo} U {0} x V) = Hy({xo} x Y) © Hy(X x {y0}) = Hy(X VY)
(409)  —H, (U x {yo} U{zo} x V)

exakt. Da U x {yo}U{zo} XV =~ {(0, y0)} ist H, (U x {yo}U{zo} x V) = ﬁ*ﬁg{(xo, Y0)}) =0
und die mittlere Abbildung ein Isomorphismus. Mit ixo} XY =Y also H,({zo} xY) =
H,(Y), sowie X x {yo} = X, also H,(X x {yo}) = H,(X), folgt:
(410) Hy(XVY)~H,(X)& H,(Y)

O

Lemma 50.6. Fir punktierte topologische Riume (X, xg) und (Y, vo), fir die X VY ein
abgeschlossener Umgebungsdeformationsretrakt von X XY ist, ist:

(411) H(XxY)2H(XVY)® H(XAY)

Beweis. Da X VY ein abgeschlossener Umgebungsdeformationsretrakt von X x VY ist, gibt
es eine offene Menge W C X X Y, eine Einbettung i: X VY — W mit i(X VYY) C W ab-
geschlossen sowie eine stetige Abbildung p: W — X VY mit poi = idxy und iop ~ idy.

Mit der kanonischen Projektion ¢: X XY — XAY mit goi: XVY — XAY, x — [(z0, y0)],
also H,(q) o H,(i) = H,(qoi) =0, ist die Sequenz:

(412) 0= Hy X vY) % g ox < vy 9 B (X AY) =0

exakt. Da H,(p) o Hu(i) = Hu(poi) = H,(idxvy) = idg, (xvy) » spaltet die Sequenz und
nach dem Splitting-Lemma folgt, dass:

(413) Hy (X xY)~2 H,(XVX)&H,(XAY)

50.1. SIMPLIZIALE HOMOLOGIE DES 2-TORUS

Der 2-Torus T2 lisst sich als geometrische Realisierung des folgenden Simplizialkomple-
xes aus einer 0-Zelle ¢, drei 1-Zellen e, e; und e} sowie zwei 2-Zellen € und e} darstellen:

"Es kann auch die Definition X VY = (X UY)/(zo ~ yo) benutzt werden, in der U UV und X UV
bereits ohne Schnitt mit X VY Unterrdume von X VY sind.
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1
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Das ist ein Quadrat, bei welchem die beiden gegeniiberliegenden Kanten in gleicher Aus-
richtung miteinander verklebt werden. Da es nur eine 0-Zelle gibt, beginnt sowie endet

jede 1-Zelle an dieser, weshalb all ihre Differentiale verschwinden:

(414) Oet = ey = el = e —e" =0
(415) del =e, —el+ el
(416) de; = e, — el + e,
11
121
0 72 (1 1) 73 (000) 7 0

50.2. SIMPLIZIALE HOMOLOGIE DER KLEINSCHEN FLASCHE

Die Kleinsche Flasche K lasst sich als geometrische Realisierung des folgenden Simpli-
zialkomplexes aus einer 0-Zelle €°, drei 1-Zellen e, ef und el sowie zwei 2-Zellen €3 und
e3 darstellen:

\
r

o Y
@

0
; €
Das ist ein Quadrat, bei welchem die beiden gegeniiberliegenden Kanten einmal in gleicher
Ausrichtung und einmal in verkehrter Ausrichtung miteinander verklebt werden. Da es nur
eine 0-Zelle gibt, beginnt sowie endet jede 1-Zelle an dieser, weshalb all ihre Differentiale

verschwinden:

(417) Oet = ey = el = e — " =0
(418) del =el — e+ el
(419) de; = e, — el + el

9 (_11—%1) 73 (000) 7 0
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50.3. SIMPLIZIALE HOMOLOGIE DER REELL PROJEKTIVEN EBENE

Die reell projektive Ebene RP? lisst sich als geometrische Realisierung des folgenden
Simplizialkomplexes aus einer 0-Zelle €°, drei 1-Zellen ¢!, e} und e! sowie zwei 2-Zellen €3
und e} darstellen:

Vi
< @

o
Q AN

€ e

Das ist ein Quadrat, bei welchem die beiden gegeniiberliegenden Kanten in verkehrter
Ausrichtung miteinander verklebt werden. Da es nur eine 0-Zelle gibt, beginnt sowie endet
jede 1-Zelle an dieser, weshalb all ihre Differentiale verschwinden:

(420) Oet = 0ep =0el = —e" =0
(421) de =el — ey + el
(422) Oej = el —ep +el
11
11
0 72 (71 71) 73 (000) 7 0

51. SINGULARE HOMOLOGIE

Definition 51.1 (Singuldres n-Simplex). Fir einen topologischen Raum X wird eine
stetige Abbildung o € C(A™, X) ein singuldres n-Simplex in X genannt.

Die Menge aller singuldren n-Simplizes in X wird als A, (X) := C(A", X) bezeichnet.
Da die Komposition von stetigen Abbildungen wieder stetig ist, folgt, dass fiir topologische
Réume X und Y, eine stetige Abbildung f € C(X,Y) und einen singuldren n-Simplex
o€ A, (X) gilt, dass foo € A,(Y).

Definition 51.2 (Rand eines singuléren Simplex). Fir ein singuldres n-Simplex o: A™ —
X ist:

(423) d'o)=0codl: A" 5 X
dessen i-ter Rand.

Aus Lemma (XXXX) folgt:

(424) @ (o) = dPdi (o), 0 < j
(425) ddzf (o) = 0

Definition 51.3 (Singuldre Kettengruppe). Fiir einen topologischen Raum X und eine
Gruppe G ist:

(426) Co(X;G) = Co(X) ® G

die n-singulare Kettengruppe mit Koeffizienten in G.
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Die Elemente werden singuldre n-Ketten mit Koeffizienten in G genannt.

(427) Z AoC

gEA,

geschrieben.

Definition 51.4 (Singuldre Kokettengruppe). Fiir einen topologischen Raum X und eine
Gruppe G ist:

(428) C"(X; @) := Hom(C,(X), Q)
die singuldare Kokettengruppe mit Koeffizienten in G.

Die Elemente werden singuldire n-Koketten mit Koeffizienten in G genannt.

n

(429) 0" A (X) = Cosi(X), 000 = Y _(—1)'di(0)
=0
(430) 0": Cu(X) = Cot(X), 0" Y Moo= Y A"
c€Ch(X) ceCr(X)

Eine singuldre n-Kette o € C,,(X), fiir die 0,,0 = 0 wird geschlossen oder n-Zykel genannt.
Eine singulire n-Kette o € C,(X), fir die 3p € C,11(X): Opy1p = o wird ezakt oder
n-Rand genannt. Die entsprechenden Gruppen sind:

(431) Zn(X;G) := ker 0,

Gemifs Gleichung (?7) sind exakte Ketten geschlossen, also B, (X) < Z,(X).

(C.(X), 0s) ein vom topologischen Raum erzeugter Kettenkomplex.

(433) V :0,.100,=0

neN
(434) 5 CMX;G) = C™YXG), ¢ ¢ 0 D
(435) V5o =0

neN

Eine singuldre n-Kokette o € C™(X), fiir die 6"o = 0 wird geschlossen oder n-Kozykel
genannt. Eine singulidre n-Kokette o € C™(X), fiir die 3p € C"1(X): 6" 1p = ¢ wird
exakt oder n-Korand genannt. Die entsprechenden Gruppen sind:

(436) ZM(X;G) = ker 5"

(437) B"(X;G) :=img " *
Gemék Gleichung (?77?) sind exakte Koketten geschlossen, also B"(X) < Z™(X).

Definition 51.5 (Singuldre Homologie). Fir topologischen Raum X und eine Gruppe G
st die Homologie seines Kettenkomplexes mit Koeffizienten in G:

(438) H™(X;G) = H,(C.(X;G),0,)

seine singuldre Homologie mit Koeffizienten in G.
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Definition 51.6 (Singulidre Kohomologie). Fir topologischen Raum X und eine Gruppe
G st die Kohomologie seines Kokettenkomplexes mit Koeffizienten in G:

(439) HEo (X5 G) = HY(CF(X;G),07)
seine singulare Kohomologie mit Koeffizienten in G.

Definition 51.7 (Singuldre Homologie mit Koeffizienten). Fiir einen topologischen Raum
X und eine Gruppe G ist die Homologie thres Kettenkomplexes:

(440) H$(X,G) = H,(C\,(X) ®z G, 06.4)
seine singuldare Homologie mit Koeffizienten in G.

Satz 51.8 (Satz von Eilenberg—Zilber). Fir topologische Riume X und Y ist der Ket-
tenkomplex C,(X X Y) ketten-homotopiedquivalent zum Kettenkomplex C.(X) @ C.(Y).

Lemma 51.9. Fir einen abstrakten Simplizialkomplexr K und eine Gruppe G ist ihre
simpliziale Homologie isomorph zur singuldren Homologie der geometrischen Realisierung:

(441) H,.(K.G) = H.(|K|,G)
Beweis. [l

Cn(0AF) — C,(AF)

| [

Cp_1(0AF)—— C,,_1(AF)
Lemma 51.10. Fiir einen topologischen Raum X ist:
(442) H(X)= @ H.()

Yemy(X)
Definition 51.11 (Singuldre Zykel). Fir einen topologischen Raum X ist:
(443) Zn(X) :=ker 9, < C,(X)
die Gruppe der singularen n-Zykel in X.
Fiir topologische Rdume X,Y und eine stetige Abbildung f € C°(X,Y) gilt:

(444) flZ(X)] € Z,(Y)
Definition 51.12 (Singuldre Rénder). Fir einen topologischen Raum X ist:
(445) B, (X) =img 0,11 < Cp(X)
die Gruppe der singuldren n-Rénder in X.

Aufgrund von Gleichung (XXXX) ist zudem:

(446) B.(X) < Z,(X)
Fiir topologische Riume X,Y und eine stetige Abbildung f € C°(X,Y) gilt:
(447) fIBa(X)] € By(Y)

Definition 51.13 (Singuldre Homologiegruppe). Fir einen topologischen Raum X ist die
Faktorgruppe:

(448) H,(X):=Z,(X)/B,(X)

dessen n-te singuldre Homologiegruppe.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 87

Die Elemente der Homologiegruppe werden Homologieklassen genannt.
Fiir topologische Riume X, Y induziert eine stetige Abbildung f € C°(X,Y’) eine Abbil-
dung:
(449) H,(f): Hy(X) = H,(Y), 2, Bpo(X) = f(2,)Bp(Y)
Diese ist wohldefiniert, da fir 2, 1, 2,2 € Z,(X) beliebig mit 2,1 B,,(X) = z,2B,(X), also
Zn1 O z;é € B,(X), aufgrund von Gleichung (?7?)s .72 gilt, dass:
(45(]) f(Z'rL,l) © fn(zn,2)_1 - fn(zn,l o Z;é) € Bn(y) = f(zn,1>Bn(Y) - fn(zn,2)Bn(Y>
und zudem ein Homomorphismus.
Sind die topologischen Rdume X,Y hom&omorph, dann ist fir f € Homeo(X,Y) die

induzierte Abbildung H,,(f) bijektiv, und damit insbesondere ein Isomorphismus, da die
Umkehrabbildung:

(451) Hn(f)_l = Hn(f_l)

existiert.

Korollar 51.14. Homdomorphe topologische Rédume haben isomorphe singuldre Homolo-
giegruppen.

Satz 51.15. Fiir einen nichtleeren wegzusammenhdngenden topologischen Raum X ist:

(452) Ho(X) 2 Z.

Beweis. Ein singulires 0-Simplex A? — X kann als Punkt z € X interpretiert werden.
Da 80 =0 ist ZD = ker80 = Oo(X)

Sei 0: A! = X ein singuldres 1-Simplex, dann ist:
(454) €(010) = e(do(0) —di(0)) =€(0ody —0ood])=1—-1=0

O

Satz 51.16. Fiir einen nichtleeren und wegzusammenhdngenden topologischen Raum X
18t:

(455) H\(X) = mi"(X)

Beweis. [l

Korollar 51.17. Fiir nichtleere und wegzusammenhdngende topologische Rdiume X und
Y st mit Satz (XXXX) und Satz (XXXX) sowie Lemma (XXXX) im Skript Algebra:

H(X xY)2aP(X xY) 2 (m(X) x m(X))™
(456) ~ pb(X) x m(V) = Hy(X) x H\(Y)
Definition 51.18 (Reduzierte Homologie). Fiir einen topologischen Raum X ist:
(457) Ho(X) =
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(458) Ho(X) = Hy(X) @ Z
(459) €: @Z%Z,Zaxzwz:ax
(460) a: Z — HY"(X),n — [n-
(461) (€oca)(n) =¢€([n-x]) =n

meffg]) o) ()

52. ABSTRAKTER ZELLKOMPLEXE

Definition 52.1 (Abstrakter Zellkomplex). Eine Menge X, eine transitive Realtion R C
X X X und eine Abbildung dim: X — N, fiir die:

(463) Vo,y € X: eRy = dim(x) < dim(y)

53. CW-KOMPLEXE

Definition 53.1 (n-Zelle). FEin topologischer Raum, der homdomorph zu D™ ist, wird
n-Zelle genannt.

Fiir einen topologischen Raum Y und einen Teilraum X C Y entsteht Y aus X durch
das Ankleben von n-Zellen, wenn es ein kokartesisches Diagramm der Form:

Hie[ gn—1 (gi)ier X

DtV Y
Hle] (Qi)ier

gibt. Die Abbildungen (¢;)icr: S™! — X werden anklebende und die Abbildungen (Q;)ier: D™ —

Y werden charakterisische Abbildungen genannt.

Definition 53.2 (CW-Komplex).
Fiir einen CW-Komplex X wird X,, dessen n-Skelett genannt.

Lemma 53.3. Jeder CW-Komplex ist lokal zusammenziehbar.

Beweis. XXXX 0

Lemma 53.4. CW-Komplexe sind parakompakte Hausdorff-Rdume.

Beweis. XXXX O
Mit dem Dieudonné—TheoremE] folgt:

Korollar 53.5. CW-Kompleze sind normal.

8Siche Theorem (??) im Skript Topologie.
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Definition 53.6 (Zelluldre Abbildung). Fir CW-Kompleze X und Y ist eine stetige
Abbildung f: X =Y, fir die:

(464) V(X)) Y

neN’
eine zellulare Abbildung.

Lemma 53.7. Fir CW-Kompleze X undY ist jede stetige Abbildung f: X — Y homotop
zu einer zelluldren Abbildung.

Beweis. O

Lemma 53.8. Fiir einen CW-Komplex X und einen endlichen CW-KomplexY ist X XY
ebenso ein CW-Komplex.

Beweis. XXXX O

Lemma 53.9. Fir einen CW-Komplex X und einen CW-UnterkomplexY C X ist XY
ebenso ein CW-Komplex und die Projektion X — X/Y ist zelluldr.

Beweis. XXXX O
Aus Lemma (7?) und (?7) folgt:

Korollar 53.10. Fiir jeden CW-Komplex X st dessen Kegel C' X ebenso ein CW-Komplex.

Lemma 53.11. Jeder CW-Komplex ist parakompakt.

Beweis. U

Lemma 53.12. Jeder CW-Komplex ist kompakt generiert.

Beweis. U

Lemma 53.13. Fiir jeden topologischen Raum X ¢ibt es einen CW-Komplex'Y und eine
schwache Homotopiedquivalenz f: X — Y.

Beweis. XXXX [

54. WHITEHEAD-THEOREM

Satz 54.1 (Satz von Whitehead). Fine schwache Homotopiedquivalenz zwischen zusam-
menhdngenden CW-Komplexen ist bereits eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. XXXX U

Die Existenz einer schwachen Homotopiedquivlenz, welche sdamtliche Homotopiegrup-
pen isomorph macht, ist dabei zwingend notwendig. S? und S® x CP* haben in jedem
Grad isomorphe Homotopiegruppenﬂ, jedoch ist XXXX, also kann weder keine (schwache)
Homotopiedquivalenz zwischen ihnen existieren.

Definition 54.2 (G-CW-Komplex). Fir eine Gruppe G ist ein CW-Komplex X mit einer
Gruppenwirkung G x X — X, fir die:
(465) VN: X, /G C X,,

ne

ein G-CW-Komplex.
S™ x RP™ und RP™ x S™ haben die gleiche universelle Uberlagerung S™ x S™.

Fiir k # 2 ist m,(CP>) = 1 nach Gleichung (XXXX) trivial. Mit 74 (S2?) = m(S3) nach Gleichung
(XXXX) und Lemma (XXXX), wonach Homotopiegruppen mit Produkten kommutieren, folgt die Be-
hauptung. Fiir k = 2 ist 7, (CP>) = Z nach Gleichung (XXXX). Mit 7 (S?) = Z nach Lemma (XXXX)
und 74 (S?) nach Lemma (XXXX) sowie Lemma (XXXX), wonach Homotopiegruppen mit Produkten
kommutieren, folgt die Behauptung.
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55. STABILE HOMOTOPIEGRUPPEN VON SPHAREN

Lemma 55.1. Der Abbildungsgrad ist ein Isomorphismus:

(a3

(466) deg: m*P = Z.

Beweis. Die Behauptung folgt, da nach Lemma (??) der Abbildungsgrad von der Einhén-
gung erhalten wird und nach Lemma (??) ebenfalls ein Isomorphismus deg: m,(S") — Z
fiir jedes n € N ist. O

Eine spezielle Aquivalenzklasse in 75*P wird dargestellt durch die reelle Hopf-Faserubg

hg: S' — S, doch wegen deg(hg) = 2 nach XXXX ist diese kein Generator. Jedoch sind
die hoheren Hopf-Faserungrn jeweils Generatoren.

Lemma 55.2. Die komplere Hopf-Faserung hc: S — S? ist ein Generator der ersten
stabilen Homotopiegruppen der Sphdre :

(467) [he] € 5P =2 Z,.

Bewers. XXXX O

Da h¢ = 2[idgz2, idgz] nach XXXX und Einhdngungen von Whitehead-Produkten nach
XXXX immer verschwinden, entspricht 2Xh¢ € m4(S?) & Zy dem Nullelement.

Lemma 55.3. Die quaternionische Hopf-Faserung hg: ST — S* ist ein Generator der
dritten stabilen Homotopiegruppe der Sphdren.:

(468) [ha] € 752 = Zyy.

Beweis. XXXX O

Lemma 55.4. Die oktonionische Hopf-Faserung hg: S' — S® ist ein Generator der
siebten stabilen Homotopiegruppe der Sphdren:

(469) [h@] S W;tab = ZQ40.

Beweis. XXXX ]

55.1. FREUDENTHALSCHER EINHANGUNGSSATZ

Satz 55.5 (Freudenthalscher Einhdngungssatz). Fir einen n-zusammenhdngenden CW-
Komplex X sind die von der Einhdngung induzierten Abbildungen mp(X) — mp1(X2X)
fur 1 < k < 2n Isomorphismen und fir k = 2n + 1 surjektiv.

Bewers. XXXX O

Definition 55.6 (Stabile Homotopiegruppen). Fiir einen topologischen Raum X ist:
(470) TP (X)) 1=, (R X)

n

dessen n-te stabile Homotopiegruppe.

Die Einhdngung erhélt Sphéren nach Lemma (3.4). Da die Definition von Homotopie-
gruppen auf Sphéren basieren, kénnen diese iiber die Einhéngung miteinander verbunden
werden.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 91
Satz 55.7 (Freudenthalscher Einhédngungssatz). Die Abbildung:
(471) Te(S™, %) = T (ST %), [a] = [Sa] = [o!]
st ein Isomorphismus fir k < 2n — 1 und ein Epimorphismus fir k = 2n — 1.

Bewers. XXXX O

h
Satz 55.8. Flir ein n—1-zusammenhdangenden topologischen Raum X ist X — x_ Xgx *4
2n — 1-zusammenhdngend.

Bewers. XXXX O

Satz 55.9. Fir ein n — 1-zusammenhdngenden topologischen Raum X ist X — QXX
(Einheit der Adjunktion ¥ 4 € bei X ) 2n — 1-zusammenhdngend.

Beweis. XXXX 0
Aus der Anwendung von 7, auf Satz (?7?) folgt:

Korollar 55.10. Fiir ein n— 1-zusammenhdngenden topologischen Raum X ist m,(X) —
1 (X)) ein Isomorphismus fir k < 2n — 1 und ein Epimorphismus fir k = 2n — 1.

Aus der Anwendung von Korollar (??) auf X = S™ folgt Satz (??) als Spezialfall.

Satz 55.11. Fir einen n-zusammenhdngenden CW-Komplex'Y und einen endlichen CW-
Komplex X mit HZ(X) = 0 fir alle m > 2n ist:

sing

(472) (X, Y] — [2F X, 2FY]

eine Bijektion fir alle k > 0.

Bewers. XXXX O

Korollar 55.12. Fiir ein n € N, einen [§|-zusammenhdngenden CW-Komplex Y ist:
(473) Tn(Y) = Ty (SFY)
eine Bijektion fiir alle k > 0.

Korollar 55.13. Fiir ein n € N und einen endlichen CW-Komplex X mit HZ, (X) = 0
fir alle m > 2(n — 1) ist:

(474) (X)) — 7" H(SEX)
eine Bijektion fir alle k > 0.

56. CECH-HOMOLOGIE

Definition 56.1 (Nerv). Fir einen topologischen Raum X wu eine endliche offene Uber-
deckung V ist der abstrakte Simplizialkomplez Ky mit V(Ky) =V und U € Ky fird CV
genau dann, wenn:

(475) (U #0

veld

der Nerv von U.
Definition 56.2 (Cech-Homologie).

Satz 56.3. Homotopiedquivalente topologische Riume haben isomorphe C’ech—Homologiegruppen.
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57. UNIVERSELLES KOEFFIZIENTENTHEOREM

Meist werden Homologie- und Kohomologie mit Eintrdgen im Ring der ganzen Zahlen
betrachtet, doch es liasst sich ebenfalls ein beliebiger anderer Ring benutzen.

Theorem 57.1 (Universelles Koeffiziententheorem, homologisch). Fiir einen topologi-
schen Raum X und eine Gruppe G g¢ibt es eine kurze exakte Folge:

. Z .
n J n ) n—1 ) )
(476) 0— Hy(X:Z)® G — Hy(X,G) — Tor?(Ho_1(X:Z),G) — 0

Bewers. XXXX O

Korollar 57.2. Fir einen topologischen Raum X, sodass H,_1(X,Z) torsionsfrei ist, und
eine Gruppe G gilt:

(477) H,(X,G) =2 H,(X;Z)®G.
Eine abelsche Gruppe, also ein Z-Modul, ist genau dann flach, wenn sie torsionsfrei ist.

Theorem 57.3 (Universelles Koeffiziententheorem, kohomologisch). Fir einen topologi-
schen Raum X und eine Gruppe G gibt es eine kurze exakte Folge:

(478) 0 — Exts(H,_1(X:Z),G) — H'(X,G) — Hom(H,_1(X;Z),G) — 0

Beweis. XXXX O

Korollar 57.4. Fiir einen topologischen Raum X, sodass H, _1(X,7Z) eine freie abelsche
Gruppe ist, und eine Gruppe G gilt:

(479) H™(X,G) = Hom(H,(X;Z),G).

Eine abelsche Gruppe, also ein Z-Modul, ist genau dann projektiv, wenn sie eine freie
abelsche Gruppe ist.

Lemma 57.5. Fir einen endlichen CW-Komplex X 1ist:
(480) HY(X;7) = 7% @ Tor H, 1(X; 7).
Beweis. XXXX

(481) Exty(H.(X,Z),Z) = Exty, (2, Z) & Exty(Tor H,(X,Z),Z) = Tor H,(X, Z)

(482) Hom(H,(X,Z),Z) = Hom (2", Z) ® Hom(Tor H,(X,Z), Z) = 7"*X)
O

Ist X eine rationale n-Homologiesphire, dann sind die Homologiegruppen Hj_1(3;Z)
fiir 2 < k < n jeweils Torsionsgruppen, insbesondere gibt es keine nichttrivialen Grup-
penhomomorphismen in die ganzen Zahlen Z. Aus der kohomologischen Version des uni-
versellen Koeffizietentheorems (?7) folgt H*(X;Z) = Exty(Hy_1(Z;Z), 7).
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58. HOPF—WHITNEY-THEOREM

Das Hopf-Whitney-Theorem ist ein wichtiges Resultat zur Bestimmung der Menge an
Homotopieklassen zwischen zwei geeigneten Réumen, ndmlich einem CW-Komplex und
einem mehrfach zusammenhidngenden Raum. Diese wird als Kohomologie des vorderen
Raumes mit Koeffizienten in der ersten nichttrivialen Homotopiegruppe des hinteren
Raumes angegeben. Zuerst beschrieben wurde das Theorem von Heinz Hopf in [?| im
Jahr 1933 und von Hassler Whitney in [?] im Jahr 1937. Beide gaben jedoch speziellere
Ergebnisse fiir Betti-Zahlen an.

Theorem 58.1 (Hopf-Whitney-Theorem). XXXX
Beweis. XXXX O

Aus der kohomologischen Formulierung des universellen Koeffiziententheorems (?7) er-
gibt sich fiir die im Hopf-Whitney-Theorem auftauchende Kohomologie die kurze exakte
Sequenz:

(483) 1 — Ext%(Hn,l(X, 7),m(Y)) - HY (X, 7, (Y)) = Hom(H,(X,Z), 7, (Y)) = 1
59. SATZ VON KUNNETH

Satz 59.1 (Satz von Kiinneth). Fiir zwei Kettenkomplexe (C.,d%), (D.,dP) von Moduln
tber einem Hauptidealring R, von denen einer nur aus flachen Moduln besteht, gibt es
eine kurze exakte Sequenz:

(484) 0 — P Hi(C.)@H;(D.) = H,(C®D),) » € Torf(H;(C.), H;(D.)) = 0

i+j=k i+j=n-1

Beweis. O

59.1. HOMOLOGIE VON SO(4)

(485) Hy(SO(4)) = Hy(RP? x S*) = Hy(RP?*) @ Hy(S*) =Z®7Z

(486)

H,(SO(4)) = Hi(RP? x S?) = Hy(RP?*) @ Hy(S*) @ HI(RP?) @ Hy(S*) = Z @10 Zy @ Z
(487)

Hy(SO(4)) = Hy(RP?*x S?) = Hy(RP*)@Hy(S*)SH (RP)@H, (S?)®Hy(RP?)®Hy(S?) = Z180Z®1:
60. RETRAKTE

Lemma 60.1. Retrakte von Hausdorff-Riumen sind abgeschlossen.

Beweis. Sei X ein Hausdorff-Raum und Y ein Retrakt von X, dann gibt es einen Schnitt
s: Y — X und eine Retraktion r: X — Y mit r o s = idy.

(488) s(Y)=s(r(X))={x € X|(sor)(z) =2} = ((sor) x idy) ' (Ay)

61. RAUMTUPEL
61.1. RAUMPAARE

In der Kategorie Top® der Raumpaare gibt es einen kanonischen Verschiebungsfunktor
(,8“ fiir ,Shift*, englisch fiir ,Verschiebung®) S, : Top® — Top®@, (X, A) — (A, (), welche
stetige Abbildungen auf ihre entsprechende Einschrankung schickt.
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61.2. RAUMTRIPEL

In der Kategorie Top® der Raumtripel gibt es einen kanonischen Verschiebungsfunktor
(,8“ fiir ,Shift, englisch fiir ,Verschiebung®) Ss: Top®® — Top® (X, A, B) — (A, B, (),
welche stetige Abbildungen auf ihre entsprechende Einschrankung schickt.

61.3. RAUMTUPEL

Ein beliebiges Raumtupel kann durch die leere Menge an einem Ende erweitert werden,
das ergibt einen kanonischen Funktor:

(489) Ey: Top® — Top®*V (X, ..., X1) = (Xy, ..., X1,0),

welcher stetige Abbildungen auf sich selbst schickt. Fiir ein Raumtupel lésst sich zu-
dem eine beliebige Teilmenge in diesem entfernen oder duplizieren, das ergibt kanonische
Funktoren:

F;: Top® — Top® !,
(490) (Xky oo, Xip1, X, Xiq, oo, X)) = (X, -, Xann, X0, X, X, -0, X0,
welche stetige Abbildungen auf sich selbst schickt, sowie:
Gpi: Top®) — Top*,
(491) (Xky ooy, Xir1, Xy, X,y oo, X)) = (X, oo, Xagn, X, -0, X)),

welche stetige Abbildungen fiir ¢ < k auf sich selbst und fiir ¢ = k£ auf auf ihre entspre-
chende Einschrinkung schickt. Eine leere Menge am Ende des Raumtupels hinzuzufiigen
und wieder zu entfernen oder eine Teilmenge zu duplizieren und entweder die eine oder
andere wieder zu entfernen, ergibt wieder das urspriingliche Raumtupel, daher ist:

(492) G110 By = Gip1,i 0 Fioj = Gy © Fi = idpopm -

Lemma 61.1. Ej, ist linksadjungiert zu Giq1,1, also B 4 Giqq1.

Bewers. XXXX O
Lemma 61.2. Fy; ist linksadjungiert zu Gii1,i+1, also Fy; 4 Griiit1.

Beweis. XXXX 0

In der Kategorie Top®) der k-Tupel der topologischen Réume gibt es einen kanonischen
Verschiebungsfunktor (,,S* fiir , Shift*, englisch fiir ,Verschiebung*):

Sk = Er o Gip: Top(k) — Top(k_l),
(493) (Xk,Xk_l...,Xl) — (Xk_l,...,Xl,@).

62. AXIOMATISCHE HOMOLOGIE

Die axiomatische Homologie ist eine Abstraktion der grundlegenden Eigenschaften der
singuldren Homologie und der Untersuchung der daraus folgenden Eigenschaften.

Definition 62.1 (Homologietheorie). Fiir einen Ring R ist eine Familie an homotopi-
ernvarianten Funktoren:

(494) (Hp)nen: Top® — Modp

welche die Eilenberg—Steenrod-Axiome erfillt, von denen die ersten beiden die Figen-
schaften eines Funktors sind:

L) H,(idx.) = idm, (x4
IL) H,(fog)= Hu(f)o Ha(g)
IIL) On 0 Hy(f) = Hu(f|a) 0 0y
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wird Homologietheorie genannt. |7, Def. 1.1]

(495) 0,: H.(X,B) — H,_1(B, A)

(496) 0*: H*(B,A) — H*"(X, B)

Lemma 62.2. Fir eine Homologietheorie (H,)nen ist:

(497) H, (8%, {*}) = Hooi({%})

Bewezs. 0
Lemma 62.3.

(498) H.(X)= H(X,{z})® H.({z})

Beweis. U
(499) H,(§%) = Ho (8", {+}) @ H,({*})

Axiom 62.4 (Ausschneidungsaxiom, Homologie). Eine Homologietheorie, fiir die fir
Raumtripel A C B C X mit A C B° die von der Inklusion (X — A,B — A) — (X, B)
induzierte Abbildung:
(500) Ho(X — A, B — A) — H,(X,B)
ein Isomorphismus ist, erfillt das Ausschneidungssaxiom.

Fiir eine Homologietheorie, die das Ausschneidungsaxiom erfiillt, gilt H.(X,X) =
H.(X - X, X —X)=0.

Axiom 62.5 (Ausschneidungsaziom, Kohomologie). Eine Kohomologietheorie, fir die
fiir Raumtripel A C B C X mit A C B° die von der Inklusion (X — A, B — A) — (X, B)
induzierte Abbildung:

(501) H,(X,B) —» H,(X —A,B—A)
ein Isomorphismus ist, erfillt das Ausschneidungssaxiom.

>~

Fiir eine Kohomologietheorie, die das Ausschneidungsaxiom erfiillt, gilt H*(X, X)
H (X - X,X — X) =0.

Definition 62.6 (Dimensionsaxiom, Homologie). Eine Homologietheorie, fir die

(502 ke ={ 5

erfillt das Dimensionsaxiom.

Definition 62.7 (Dimensionsaxiom, Kohomologie). Eine Kohomologietheorie, fir die

(503) H"({+},G) = { OG Z ig

erfillt das Dimensionsaxiom.

Definition 62.8 (Milnor-Axiom). Eine Homologietheorie, fir die:

(504) H, <\/ X, {*}) = (P Ha(Xi {*})

iel il
erfullt das Milnor-Axiom.
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Satz 62.9 (Eindeutigkeitssatz von Eilenberg—Steenrod). Jede natirliche Transformation
zweter Homologietheorien, die ein Isomorphismus auf allen Sphdaren ist, ist auch einer auf
allen endlichen CW-Komplexen.

Erfiillen die beiden Homologietheorie dariiber hinaus das Milnor-Axiom, ist die natiir-
liche Transformation sogar ein Isomorphismus auf allen CW-Komplexen.

Wenn Abbildungen, die auf allen Homotopiegruppen m,(X) Isomorphismen induzieren,
auch auf allen Homologiegruppen H,.(X) Isomorphismen induzieren, ist die natiirliche
Transformation sogar ein Isomorphismus auf allen topologischen Réumen.

Beweis. [l

Fir X C Y C Z gibt es kanonische Inklusionen (Y, X) — (Z,X) — (Z,Y) von
Raumpaaren und es gibt einen Randoperator:

(505) O: HJ(Z)Y) — H, 1(Y, X)
mit dem sich eine lange exakte Sequenz:

8n+ 1

i Ho (Z,Y) S Ho(Y, X) —— Ho(Z,X) —— Ho(Z,Y) —2 Hy (Y, X) — ...

Fiir jede weitere Inklusion X’ C Y C Z und Abbildung f: Z — Z' mit f(Y) C Y’ und
f(X) C X' ist:

(506) 0, 0 Hi(f) = Hiea(f) 0 O,
H (2, V) D (2,7

o| al

H*,l(Y, X) m)H**1<Y/7 X/)

0O, ist eine natiirliche Transformation von Funktoren Top3 — GradModp.

Definition 62.10. Fine Familie an Funktoren (H,)nen: Top2 — GradModpr und eine
Familie an natirlichen Transformationen (0,)nen: Top3 — GradModg, fir die: werden
Homologietheorie genannt.

Eine Homologietheorie, fir die H,({*}) = 0 fiir n # 0 wird gewchnlich genannt.

Satz 62.11 (Mayer—Vietoris-Sequenz). Fir einen topologischen Raum X, offene Teil-
mengen Uy, Uy C X und A C Uy NU,
(507)

7 n(ia)T
o Hon (X, A) 20 | (00U, A) =)

H, (Ur, A)oH, (U, 4) S0 1 (X, 4) 2

Beweis. O

Fiir topologische Rdume X und Y induzieren Inklusionen ¢: X — X UY und j: Y —
X UY einen Isomorphismus:

(508) (H.(), HL(})): Ho(X)® H.(Y) 5 H(X UY)
Die offene Uberdeckung von XY durch X und Y fiihrt zu einer Mayer—Vietoris-Sequenz:
(509) 0=H,(XNY =0)—> H,(X)® H,(Y) = H,(XUY)—> H, :(XNY=0)=0
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Fiir endliche Indexmengen I folgt:
(510) P H.(X;) = H., <|_| Xi)
iel il
(511)  H,(U,*x)® H,(V,*) = H,(S", %) = H,(UNV,%) = H, 1(U,%) ® H,_1(V, %)
DaUNV ~ 5" folgt H,(UNV,*) = H,(S" ! x).
62.1. REDUZIERTE HOMOLOGIETHEORIEN
Jede Homologietheorie H,, induziert eine reduzierte Homologietheorie H,, durch ﬁn(X )=
H, (X, {*}). Jede reduzierte Homologietheorie H, induziert eine Homologietheorie H,,
durch H,(X,A) = H,(Cone(i)) mit i: A — X.
63. BETTI-ZAHL

Singulédre Homologie mit Koeffizienten in einem Korper mit verschwindender Charak-
teristik haben keine Torsion und stattdessen die Struktur eines Vektorraumes, deren Di-
mensionen betrachtet werden konnen. Dies sind die Betti-Zahlen, welche einfache und
doch fundamental wichtige topologische Invarianten sind.

Definition 63.1 (Betti-Zahl). Fir einen topologischen Raum X sind:
dessen Betti-Zahlen.

Lemma 63.2. Fur einen wegzusammenhdngenden topologischen Raum X ist:

(513) bo(X) = 1

Beweis. O

Lemma 63.3. Fur einen topologischen Raum X ist:

(514) H,(X)= @ Ha(z])

[z]leX/~
Beweis. U
Basierend auf diesem Lemma lésst sich Lemma (?7) verallgemeinern:

Korollar 63.4. Die nullte Betti-Zahl ist die Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten,
fiir einen topologischen Raum X ist:

(515) bo(X) = [X/ ~ |

Beweis. [l

Satz 63.5. Die erste Bettizahl ist gleich dem Rang der abelisierten Fundamentalgruppe,
fiir einen topologischen Raum X ist:

(516) b1(X) = rk(mi" (X))
Beweis. ]



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 98

Satz 63.6. Homotopiedquivalente topologische Raume X, Y haben gleiche Betti-Zahlen:
(517) X~Y =VneN:b,(X)=>0,Y)

Insbesondere haben homoomorphe topologischen Raume gleiche Betti-Zahlen.
Beweis. Seien X, Y homotopiedquivalente topologische Raume. 0]

Lemma 63.7. Fir den einpunktigen topologischen Raum {x} gilt:

1 ,n=0
(518) e ={ 5 3
Beweis. U

Da R™ und D™ homotopiedquivalent sind folgt mit diesem Lemma und Lemma (XXXX):
Korollar 63.8. Fir die Betti-Zahlen von R™ und D™:

(519) bu(R™) = b, (D™) = { 0

Satz 63.9. Fir die Betti-Zahlen von S™ mit m > 1 gilt mit Lemma (XXXX):

my ) 1 ,mn=0m
(520) bn (S )_{ 0 ,n sonst

Beispiel 63.10. Fir die Betti-Zahlen von S° gilt mit Lemma (XXXX):

0y __ 2 ,n:O
(521) bn(S)_{ 0 n>0

Satz 63.11 (Satz von Mayer—Vitoris). Fir einen nicht zusammenhdngenden topologi-
schen Raum X und nichtleere offene Mengen U,V C X mit X = U UV gibt es eine lange
exakte Sequenz:

(522) H,(UNV)

H(U) & H, (V)
H,_ (U N V) .

%
%
Beweis. [l

Fiir X nicht zusammenhéngend gibt es offene Teilmengen U,V € X mit UNV =0
und U UV = X. Aus dem Satz von Mayer-Vietoris (?7?) folgen kurze exakte Sequenzen:

(523) 0— H(U)®H.(V)— H(X)—0,
womit H,(X) = H,(U) ® H.(V).

Satz 63.12. Fir topologische Riume X, Y qilt:

(524) (X xY) = > b(X)b;(Y)

it+j=k

Beweis. O
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64. EULER-CHARAKTERISTIK

Definition 64.1 (Euler-Charakteristik). Fiir einen topologischen Raum X ist:

(525) X(X) =) (~1)bi(X)
dessen Euler-Charakteristik.

Aus Korollar (77) folgt:
(526) XR™) = x(D™) =1
Aus Satz (?77) und Gleichung (7?) folgt:

1 ,m=0
(527) X(S™) =4 0 ,m ungerade
2 ,m gerade

Aus Satz (77) folgt direkt:

Korollar 64.2. Homotopieiquivalente topologische Riume X, Y haben die gleiche Euler-
Charakteristik:

(528) X =Y = x(X)=x(Y)

Satz 64.3. Fir disjunkte topologische Riume X, Y gilt:

(529) X(XUY) = x(X) + x(Y)
Beweis. 0
Satz 64.4. Fir topologische Riume X, Y qult:
(530) X(XUY) =x(X) +x(Y) = x(XNY)
Beweis. U
Satz 64.5. Fir topologische Riume X, Y qult:
(531) X(X xY) = x(X)x(Y)
Bewess.
XX xY) =) (“DM0(X xY) =) (=1)" Y bi(X)h;(Y)
k k i+j=k
=D (D) BX)(=1)b(Y) = D (—1)'bi(X) Y (=1)7bi(Y)

k i+j=k 7 J

(532) = x(X)x(¥)

Beispiel 64.6. Aus Satz (?77) folgt mit Gleichung (?7):

(533) X(T") = x(S")" = 0.

Lemma 64.7. Fiir eine n-fache Uberlagerung Y — X ist x(Y) = ny(X).

Beweis. XXXX U
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Gibt es fiir einen topologischen Raum X eine nicht einfache Uberlagerung iiber sich
selbst, dann ist x(X) = 0.

64.1. POINCARE-POLYNOM

Definition 64.8 (Poincaré-Polynom). Fir einen topologischen Raum X ist:

(534) Px(Y)=> bhi(X)Y' € R[Y]

dessen Poincaré-Polynom.
Aus Satz (?7) folgt:

Korollar 64.9. Homotopiedquivalente topologische Riume X, Y haben das gleiche Poincaré-
Polynom:

(535) X~Y =Py="P

Satz 64.10. F'ir topologische Riume X, Y gilt:
(536) Pxxy = PxPy

Beweis. O

65. ABBILDUNGSGRAD

Der Abbildungsgrad ist eine ganzzahlige topologische Invariante fiir stetige Abbildungen
zwischen Sphéren gleicher Dimension.

Definition 65.1 (Abbildungsgrad). Fir eine stetige Abbildung f: S™ — S™ ist die ganze
Zahl deg(f) € Z mit:

(537) HE™S(f): Z 2 HEmS(S™) — HE"S(S™) 2 Z,n s deg(f)n
ihr Abbildungsgrad.

Aus den Funktoreigenschaften der singuldaren Homologie folgt deg(id) = 1 fiir die Identi-
tat id: S™ — S™ sowie deg(go f) = deg(g)-deg(f) fiir stetige Abbildungen f,g: S™ — S™.
Da die singuldre Homologie homotopieinvariant ist, ist es ebenfalls der Abbildungsgrad;
homotope stetige Abbildungen haben also den gleichen Abbildungsgrad. Fiir eine Homo-
topiedquivalenz f: S™ — S™ mit einer stetigen Abbildung ¢: S™ — S™, sodass go f ~id
und f o g ~ id, gilt daher deg(f) - deg(g) = 1, also deg(f) = +£1. Insbesondere ist
deg: Homeo(S™) — {£1} = Zy ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 65.2. Der Abbildungsgrad ist ein Gruppenisomorphismus:

(538) deg: m,(S™) = Z.

Beweis. Seien f,g: S™ — S™ stetige Abbildungen und sei p,,: S™ — S™VS™ die kanonische
Projektion, dann ist [f] + [g] = (f V g) o pn: S™ — S™ deren Verkniipfung. XXXX O

Beispiel 65.3. Mit der Identitit id: S™ — S™ gilt deg(—id) = (—1)"*!.

Lemma 65.4. Fiirn gerade ist Zo die einzige nichttriviale Gruppe, die frei auf S™ wirken
kann. |?, Prop 2.29]
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Beweis. Offenbar kann Z, frei auf S™ wirken durch {1} = Z; — Homeo(S"),+1
+1id. Sei G eine Gruppe und ¢: G — Homeo(S") eine freie Gruppenwirkung, dann ist

v: G LN Homeo(S™) des, {£1} = Z5 ein Gruppenhomomorphismus. XXXX Ist n gerade,
dann ist ker(¢) trivial und G = Z, nach dem Homomorphiesatz. U

Lemma 65.5. Die Einhdngung erhdlt den Abbildungsgrad. Fiir eine stetige Abbildung
f: 8" — 8" (sowie ihre Einhingung Sf: ST — S"*1) gilt [?, Prop 2.33]:

(539) deg(Sf) = deg(f).

Bewers. XXXX O

66. HOPF-INVARIANTE

Die Hopf-Invariante ist eine ganzzahlige topologische Invariante fiir stetige Abbildungen
zwischen Sphéren geeigneter verschiedener Dimension.

Definition 66.1 (Hopf-Invariante). Fiir eine stetige Abbildung f: S*~1 — S™ ist die
ganze Zahl Hopf(f) € Z mit:

(540) XXXX

ihre Hopf-Invariante.

Lemma 66.2. Die Hopf-Invariante ist ein Gruppenhomomorphismus:
(541) Hopf: m9,-1(S™) — Z.

Beweis. Seien f,g: S*~1 — S" stetige Abbildungen und sei po,_;: S?*°1 — §21 v
S?=1 die kanonische Projektion, dann ist [f] + [g] = (f V g) © pan_1: S?*~! — S™ deren
Verkniipfung. XXXX O

Lemma 66.3. Firn € N gerade ist:

Beweis. XXXX O
Lemma 66.4. Fiir eine stetige Abbildung f: S*"~2 — S™ ! ist Hopf(2X f) = 0. |?, Aufgabe
7.4]

Bewers. XXXX O

Lemma 66.5. Fiir eine stetige Abbildung f: S* 1 — S™ sowie stetige Abbildungen
@: S — 82— ynd : S — S™ ust: [?, Sec. 4.B Ex. 1] [?, Aufgabe 7.3]

(543) Hopf (¢ o f o ¢) = deg(v)” Hopf(f) deg().
Beweis. XXXX ]

Satz 66.6. Wenn n # 1,2,4,8, dann gibt es keine stetige Abbildung f: S?"~1 — St
mit Hopf-Invariante Hopf(f) = 1. [?, Thrm. 1.1.1. ¢)].

Beweis. XXXX O
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67. KRONECKER-PAARUNG

Definition 67.1 (Kronecker-Paarung von Ketten und Koketten). Fiir einen topologischen
Raum X und einen Ring R ist:

(544) () "X R) X Cu(X) = R, (f,2) = (f,2) = [(2)
die Kronecker-Paarung von Ketten und Koketten.

XXXX
(545) (0f,2) = (0f)(2) = (f o d)(2) = f(dz) = (f,d2)

Sei [f] € H"(X; R) eine Kohomologieklasse, bestehend aus Reprisentanten f + dg mit
fe XXXX und g € XXXX. Sei [2] € H,(X) eine Homologieklasse, bestehend aus
Repréisentanten z + dy mit z € XX XX und y € XXX X. Mit Gleichung (XXXX) folgt:

(f +0g,z+dy) = (f,2) + (f,dy) + (g, 2) + (99, dy)

(546) = <f72>+<\3f_,y>+<39,\d5)+<97@> = (f,2).

Definition 67.2 (Kronecker-Paarung von Homologie und Kohomologie). Fir einen to-
pologischen Raum X und einen Ring R ist:

(547) () HY(X; R) x Ho(X) = R, ([f], [2]) = ([f], [2]) := f(2)
die Kronecker-Paarung von Homologie und Kohomologie.

Lemma 67.3. Sei X ein topologischer Raum und R ein Ring. Gilt fiir Homologieklassen
y,z € H,(X), dass {(a,y) = (o, z) fiir jede Kohomologieklasse o € H"(X; R), dann ist
Y=z

Beweis. XXXX O

Lemma 67.4. For a continuous map g: X — Y between topological spaces X and Y, a
group G, a cohomology class ¢ € H*(Y;G) and a homology class o € Hy(X), one has:
[?, Sekt. 7.2.]

(548) (970, ) = (p, g« ).

Beweis. Let f € CH(Y,G) with [f] = ¢ € H¥(Y;G) and let z € C(X) with [z] = a €
Hi(X), then:

(g [N [2]) = ([f e gl [2]) = (f e g)(x) = fg(x)) = [/, [9(=)]) = {[f], gu[])-

68. CUuP-PRODUKT

Definition 68.1 (Cup-Produkt). Fir einen topologischen Raum X und einen Ring R
18t:

(549) = CP(X;R) x CU(X; R) = CP™(X; R), (o — B)(0) == a(0,) B(40)
das Cup-Produkt.

Lemma 68.2. Das Cup-Produkt ist assoziativ und graduiert-kommutativ:
(550) (@ —p)—v=a—(8~7)

(551) a— = (=10~ p)
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Beweis. XXXX [l

Fir ein 7?7 a € HP(X;G) mit ungeradem Grad folgt aus Gleichung (XXXX), dass
a—a=—«a—aq,alsoa—a=0.

Lemma 68.3. Fir den Korand des Cup-Produktes gilt:

(552) INa— p)=0a— B+ (—1)Pa— 0p

Bewers. XXXX
(553) (d(a— B))(0) = (a — B)(do) = a((do),)B(,(d0))
O

Lemma 68.4. Das Cup-Produkt vertauscht mit dem Riickzug entlang stetiger Abbildun-
gen. Fiir topologische Rdume X und Y wund eine stetige Abbildung f: X — Y ist mit
f* H*(Y) — H*(X): |7, Sekt. 7.2.]

(554) frla—B) = f(a) — f(B).

Bewers. XXXX O
Lemma 68.5. Das Cup- und Cap-Produkt hingen zusammen tber:

(555) (o~ ¢) = (¢ —)(0)

Bewezs. U

Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist H"(M; R) = R, wodurch das Cup-
Produkt eine Bilinearform:

(556) H*(M;R) x H"*(X;R) = R
definiert.

Fiir einen topologischen Raum X ist H°(X; R) = R, womit das Cap-Produkt eine Bili-
nearform:

(557) H,(X;R)x H'(X;R) - R
definiert. Diese wird zu einem Homomorphismus:

(558) H™(X; R) — Homp(H,(X; R), R)

69. SIGNATUR

Fiir eine kompakte geschlossene 4n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist H*"(M; R) =
R, wodurch das Cup-Produkt eine Bilinearform:

(559) H*(M;R) x H*"(M;R) — R

definiert. Die Signatur dieser Bilinearform ist die Signatur von M.
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70. CAP-PRODUKT

Definition 70.1 (Cap-Produkt). Fiir einen topologischen Raum X und einen Ring R ist:
(560) ~:CUX;R) X Cp(X;R) = Cpy (X5 R), a0 —~ 2 1= au(42) 2p—yq
das Cap-Produkt.

Seien o € CP(X; R), f € CUX; R) und z € Cpig4(X; R), dann ist:

(561) (a—B) ~z=(a— ) ptq2)2r = ... =a ~ (B(42)z,) =a ~ (f ~ 2)

(562) (a,8 ~2) = (a— B,2)

Lemma 70.2. Fir den Rand des Cup-Produktes gilt:

(563) dlaa ~2)=(=1)"0a ~ z 4+ a ~dz

Beweis.

(¢, d(a ~ 2)) = (00, a ~ 2) = (00 — a, 2) = (=1)"" (¢ — Oa,z) + (I — ), 2)

(564) = ()", 00 ~ z) + (¢ — a,dz) = (=1)""%¢, 0a ~ z) + (¢, a ~ dz)
Aus Lemma (?7?) folgt die Behauptung. O

Lemma 70.3 (Projektionsformel). Fir topologische Riume X und Y und eine stetige
Abbildung f: X — Y ist mit f*: C*(Y) — C*(X) und f.: Ci(X) — C(Y) fiir alle
a € CYX;R) und z € C,(Y; R): [?, Sekt. 7.2.]

(565) ng\f*(z) :f*(f*(a)ﬁz)

Beweis. Sei ¢ € CP~9(X; R) beliebig, dann ist:

(0,0 ~ fi(2)) = (¢ — a, fula)) = ([ (¢ — a), 2)
(566) = (["(@) = (@), 2) = (f*(), [T(e) =~ 2) = (&, fu(["(@) — 2)).
Aus Lemma (?77?) folgt die Behauptung. O

71. ORIENTIERUNG
71.1. LOKALE HOMO- UND KOHOMOLOGIE

Seien R ein Ring und (H,)nen, (H™)nen: Top? — GradModpy eine Homo- und Koho-
mologietheorie, welche das Ausschneidungsaxiom erfiillen.

Definition 71.1 (Lokale Homo- und Kohomologie). Fiir einen topologischen Raum X
und einen abgeschlossenen Unterraum A C X sowie eine Gruppe G seien:

(567) H,(X|A;G) = H,(X, X — A;G)

(568) H"(X|A;G) == H"(X, X — 4;G)

die lokale Homo- und Kohomologie von A.
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Fiir einen Punkt z € X seien kurz H,(X|z;G) := H,(X|{z}; G) und H"(X|z; G) :=
H"(X|{z}; G). Fir jede Umgebung U C X von z ist mit der Anwendung der Ausschnei-
dungsaxiome (??) und (??) auf das Raumtripel U® € {1} € X (wobei {z} C U° gelten
muss, was sicher erfiillt ist, wenn X ein 77-Raum ist und daher {x} C X abgeschlossen
ist):

(569) H,(X|x;G) =2 H,(U|z; G)
(570) H"(X|z;G) = H*(Ulz; G),

weshalb die lokale Homologie und lokale Kohomologie eines Punktes z nur von einer
Umgebung um diesen abhéngen, was die Benennung begriindet.

Lemma 71.2. Nichtleere offene Teilmengen U C R™ und V C R" sind genau dann
homdomorph, wenn m = n.

Lemma 71.3. Flir eine geschlossene zusammenhdngende n-Mannigfaltigkeit ist: |7, Crl.
3.28]

1 ;M orientierbar

(571) Tor Hy—y(M; Z) = { Zy ;M nicht orientierbar

Etwa ist der Torus, eine geschlossene zusammenhéngende 2-Mannigfaltigkeit, orientier-
bar und erfiillt Tor Hy(K;Z) = 1 nach (XXXX) und die Kleinsche Flasche K, eine ge-
schlossene zusammenhéngende 2-Mannigfaltigkeit, nicht orientierbar und erfillt Tor H (K;Z) =
Zs nach (XXXX).

Bewers. XXXX O

Lemma 71.4. Fiir eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M und einen Punkt
x € M ist:

R ;k=n
1 ;k#n

Bewers. XXXX O

(572) Hy(M|z; R) = H*(M|z; R) = {

71.2. ORIENTIERUNG

Definition 71.5 (R-Orientierung, lokal). Fir eine n-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit M und x € M sowie einen Ring R ist ein Erzeuger p, € H,(M|z; R) eine
R-Orientierung von M bei x.

Die Anzahl der R-Orientierungen ist | R*|. Es gibt daher eine Z,- und zwei Z-Orientierungen.
Lemma 71.6. CP" ist Z-orientierbar.

Bewers. XXXX O

Definition 71.7 (R-Orientierung, global). Fiir eine n-dimensionale topologische Man-
nigfaltigkeit M und einen Ring R ist ein Erzeuger p, € H,(M|x; R) fir jedes x € M,
sodass fir jedes v € M eine Umgebung U C M und ein py € H,(M|U; R) existiert mit:

(573) H,(M|U; R) = Hy(Mlz; R), iy = po

Lemma 71.8. Jede topologische Mannigfaltigkeit ist Zo-orientierbar.
Beweis. XXXX [

Lemma 71.9. Jede einfach zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeit ist Z-orientierbar.
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Beweis. XXXX [l

Lemma 71.10. Fiir einen Ring R und eine R-orientierbare topologische Mannigfaltigkeit
M mit Rand OM ist dieser ebenfalls R-orientierbar.

Bewers. XXXX O

72. HOMOLOGISCHE MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 72.1 (Homologische Mannigfaltigkeiten). Fiir eine abelsche Gruppe G ist
ein lokalkompakter topologischer Raum X mit endlicher G-kohomologischer Dimension,
sodass fiir jeden Punkt v € X:

0 ;k#n
G ;k=n

eine n-dimensionale homologische Mannigfaltigkeit.

(574) Hy(X|z;G) = {

Lemma 72.2. Topologische Mannigfaltigkeiten sind homologische Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Topologische Mannigfaltigkeiten sind insbesondere lokal euklidisch und daher lo-
kalkompakt und erfiillen Gleichung (XXXX). XXXX O

Beispiel 72.3. Die Einhdngung der Poincaré-Homologiesphdre (einer 3-Homologiesphdre,
die nicht homdéomorph zur 3-Sphdire ist, siehe Beispiel (XXXX)) ist eine homologische
Mannigfaltigkeit, die keine topologische Mannigfaltigkeit ist.

Lemma 72.4. Fir topologische Mannigfaltigkeiten X und Y, sodass X XY eine topolo-
gische Mannigfaltigkeit ist, sind X und Y jeweils homologische Mannigfaltigkeiten.

Beweis. XXXX O

73. POINCARE-DUALITAT
XXXX
Theorem 73.1 (Poincaré-Dualitdt). XXXX
Beweis. XXXX 0

74. INJEKTIVE UND PROJEKTIVE AUFLOSUNGEN

Ist 0 > A — By — ... eine injektive Auflosung und 0 - B — By — ... exakt, dann
lasst sich jeder Homomorphismus f: A — B zu einem kommutativen Diagramm:

0 B By

erganzen.

Ist ... - Py - A — 0 eine projektive Auflésung und ... — By — B — 0 exakt,
dann lasst sich jeder Homomorphismus f: A — B zu einem kommutativen Diagramm:

P A 0

|

By B 0

erganzen.
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Lemma 74.1 (Lemma von Schanuel). Sei R ein Ring von M, P, Py, Ki und K, jeweils
R-Linksmoduln, sodass Py und Py projektiv sind sowie:

(575) 0K —-P—-M=0

(576) 0=>Ky—>P,—>M—0

exakt, dann ist K1 & P, = Ky @ P;.

Beweis. ]

Fiir eine projektive Auflésung ... — B ENy Vg 0, fiir die ker(f) projektiv ist, gilt dies

fiir jede projektive Aufldsung. Ist ... — Qo 2 M — 0 eine weitere projektive Aufldsung
sind:

(577) 0— ker(f) <> Py L M —0
(578) 0 — ker(g) = QoL M — 0

75. FASERN UND KOFASERN

Definition 75.1 (Exaktheit). Fine kurze Sequenz (X, x¢) ER (Y,90) > (Z, 2) punktierter
topologischer Rdaume, fir die go f konstant ist, also go f = const,,, wird exakt genannt.

Definition 75.2 (Faser). Fir eine stetige punktierte Abbildung g: (Y, yo) — (Z, z0) punk-
tierter topologischer Riume wird Fib(g) := g~'(29) auch ihre Faser genannt.

Es gibt eine kanonische Injektion i: (Fib(g),v0) < (Y, 4o). Die Faser ldsst sich auch als
Faserprodukt darstellen:

Fib(g) — {20}

(Y, y0) —— (Z, 20)

Lemma 75.3. Eine kurze Sequenz (X, o) i> (Y, y0) L (Z, 2) punktierter topologischer
Rdume ist genau dann exakt, wenn f iber Fib(g) faktorisiert.

Fib(g \

=: Fiir alle z € X gilt (go f)(x) = 20, also f(x) € 971(20) Fib( ). <: Firallez € X
gilt (g0 f)(z) = (goio f)(z) = (g0 f)(z) € g(Fib(g)) = 9(97"(20)) = {z0}. O
Definition 75.4 (Kofaser). Fir eine stetige punktierte Abbildung f: (X, zo) — (Y, o)
punktierter topologischer Riume wird Cofib(f) = Y/img(f) auch ihre Kofaser genannt.

Beweis.

Z

Es gibt eine kanonische Surjektion j: Y — Y/img(f). Die Kofaser lisst sich auch als
Kofaserprodukt darstellen:

(X, x0) 7, (Y, yo)

SR

{xq} — Cofib(f)
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Lemma 75.5. Eine kurze Sequenz (X, o) EN (Y,y0) 2 (Z, 20) punktierter topologischer
Rdume ist genau dann exakt, wenn g iber Cofib(f) faktorisiert.

Beweis.

Cofib(f)

76. HOMOTOPIEFASER UND -KOFASER

Definition 76.1 (h-Exaktheit, nicht punktiert). Eine kurze Sequenz X Ly %z topo-
logischer Rdume, fir die g o f nullhomotop ist, also g o f =~ const, wird h-exakt genannt.

Lemma 76.2. Fir eine kurze Sequenz X Ly %z topologischer Rdaume gilt:
L) Ist f nullhomotop, dann ist g o f nullhomotop.
I1.) Ist g nullhomotop, dann ist g o f nullhomotop.

Beweis. 1.) Nach Lemma (XXXX) faktorisiert f {iber C' X, womit go f iiber CX faktori-
siert und nach Lemma (XXXX) nullhomotop ist. O

Definition 76.3 (h-Exaktheit, punktiert). Eine kurze Sequenz (X, xo) ER (Y, y0) 2
(Z,z9) punktierter topologischer Rdume, fir die g o f nullhomotop relativ zy ist, wird
h-exakt genannt.

Lemma 76.4. Fir eine kurze Sequenz (X, xq) ER (Y, y0) L (Z, 2) punktierter topologi-
scher Rdume gilt:

L) Ist f nullhomotop relativ yy, dann ist g o f nullhomotop relativ zy.
I1.) Ist g nullhomotop relativ zy, dann ist g o f nullhomotop relativ z.

Beweis. 1.) Nach Lemma (?7) faktorisiert f iiber C(X,zo), womit g o f iiber C(X, zy)
faktorisiert und nach Lemma (??) nullhomotop ist. II.) Nach Lemma (?7?) faktorisiert g
tiber P(Z, zy), womit g o f iber P(Z, zy) faktorisiert und nach Lemma (??) nullhomotop
ist. U

76.1. HOMOTOPIEFASER

Definition 76.5 (Homotopiefaser). Fir topologische RiumeY und Z, einen Punkt z € Z
sowie eine stetige Abbildung g: Y — Z ist das Kofaserprodukt:

Hofib,(g) —— P(Z, z)
Wl JvHv(l)
Y e — A
oder explizit:

(579) Hofib.(g) == {(y,7) € Y x Z%5(0) = 2,4(1) = g(y) }

die Homotopiefaser von g in z.

Fiir weitere topologische Rdume W und X, einen Punkt xqy € X sowie eine stetige
Abbildungen f: W — X ist:

(580) Hofib(y,,20) (f % g) = Hofib,, (f) x Hofib.,(g).
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Beispiel 76.6 (Wegraum als Homotopiefaser). Der Wegraum ist eine spezielle Homoto-
piefaser. Fir einen topologischen Raum X und einen Punkt xq € X st fir die Identitdt
idy: X — X,z x:

(581) Hofib,, (idx) = {(z,7) € X x XOU|5(0) = 29, 7(1) = idx(z) = v} = P(X, x9).

Beispiel 76.7 (Schleifenraum als Homotopiefaser). Der Schleifenraum ist eine spezielle
Homotopiefaser. Fiir einen topologischen Raum X und einen Punkt xo € X st fir die
kanonische Inklusion i: {xo} — X, x¢ +— zo:

(582)  Hofiby, (i) = {(z,7) € {a} x XOM|5(0) = 2o, v(1) = i(20) = 20} = QX 20).

Lemma 76.8. Eine kurze Sequenz (X, o) ER (Y,y0) 2 (Z, 20) punktierter topologischer
Rdume ist genau dann h-exakt, wenn f iber Hofib, (g) faktorisiert, also eine stetige punk-
tierte Abbildung f': (X, z¢) — Hofib,,(g) mit f = m, o f' existiert.

Beweis.

YT>Z

=: Nach Lemma (?7?) faktorisiert g o f tber P(Z,z), womit das dufere Quadrat im
obigen Diagramm kommutiert. Die Behauptung folgt aus der Existenz des universellen
Morphismus. <: Da die Abbildung 7, o g im obigen Diagramm tiber P(Z, z) faktorisiert,
ist sie nach Lemma (??) nullhomotop, womit g o f = g o m, o f’ nach Lemma (XXXX)
nullhomotop ist. [l

In einer kurzen h-exakten Sequenz von topologischen Rdumen faktorisiert die erste Ab-
bildung {iber die Homotopiefaser der zweiten, analog wie in einer kurzen exakten Sequenz
von Gruppen die erste iiber den Kern der zweiten faktorisiert.

Es gibt kanonische Abbildungen:
(583) Y — Hofiby,(9),y — (y, consty(,)

(584) p: UZ,g(y)) — Hofiby(,)(9), v — (y,7)-

Da 7, o g iber P(Z, z) faktorisiert, ist es nach Lemma (XXXX) nullhomotop. Fiir einen
punktierten topologischen Raum X ist daher:

(585) [X, Hofib(¢)]. =25 [X,Y], £= [X, Z].

eine h-exakte Sequenz.

Fiir eine Sequenz (X, zy) ERN (Y, 50) & (Z,2) punktierter topologischer Réume gibt es
kanonische Abbildungen:

(586) ¢ :=idx xg.: Hofib(f) — Hofib(g o f), (x,v) — (x,g07)

(587) Y := f x id e : Hofib(g o f) — Hofib(g), (z,v) — (f(x),7)
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(588) Yo¢: fxg.: Hofib(f) — Hofib(g), (z,7) — (f(x),g07)

Alternativ ist ¢ der universelle Morphismus des Diagramms:

Hofib, (g o f)
W*l ;\ T
X Hofib,(g) —— P(Z, 2)

\T*l lfr: y—(1)
! Y — A

¢ und ® sind wohldefiniert. Sei (x,v) € Hofib(f), dann ist v(0) = f(z) und (1) = o,
also (g ov)(0) = (go f)(x) und (g ov)(1) = g(yo) = 20, womit (x,v) € Hofib(g o f).
Sei (z,7) € Hofib(g o f), dann ist v(0) = (g o f)(z) = g(f(x)) und (1) = z, also
(f(x),v) € Hofib(g). ¢ und ® sind als Produkt von stetigen Abbildungen stetig.

Die ausgezeichneten Punkte von Hofib( f), Hofib(g) und Hofib(go f) sind jeweils (zy, consty, ),
(yo, const,,) und (zo, const,,). Die ausgezeichneten Punkte von Hofib(¢), Hofib(¢) und
Hofib() 0 ¢) sind jeweils ((wo, consty, ), const(z, const.,)), ((To, consts, ), consty, const.,)) und

((o, consty, ), consty, const.,))-

Aus dem Satz von Puppe (?7?) folgt die Existenz langer exakter Sequenzen:

L D Hofib(¢) 2% 7, Hofib(f) ™% 7, Hofib(g o f)

(589) 0P, 1o Hofib(¢) =% mo Hofib( f) =% mo Hofib(g o f)

L D Hofib(1h) 225 7, Hofib(g o f) =% 7, Hofib(g)

(590) 0Py 1o Hofib(1)) ™% mo Hofib(g o f) =% m, Hofib(g)

Die Behauptung folgt, wenn m,, Hofib(¢) = ,,1 Hofib(g) oder =, Hofib(¢)) = =, Hofib(f).
Diese Behauptungen folgen jeweils, wenn Hofib(¢) = €2 Hofib(g) oder Hofib(1)) = Hofib(f).

Lemma 76.9. Fir punktierte topologische Riume (X,xo) und (Y,yo) ist eine stetige
Abbildung f: (X,z0) = (Y,y0) genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn Hofib,,(f)
schwach zusammenziehbar ist, also Hofib,, (f) — {*} eine schwache Aquivalenz ist.

Bewers. XXXX O

77. PUPPE-SEQUENZ

Satz 77.1 (Satz von Puppe). Fir punktierte topologische Raume (X, x) und (Y,y) sowie
eine stetige Abbildung f: (X, x) — (Y,y) ist die Sequenz:

B0 Hofib, (f) 25 (X, 2) 2L (v, y)
(591) i>Hoﬁby(f) 5 (X, ) 5 (Y,y)

h-exakt.
Beweis. Die Exaktheit der Zeilen folgt aus Gleichung (??) mit Z = 5™, O
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Durch Anwendung von my ergibt sich mit 7, = m9 o Q", dass die Sequenz:

. m—QpHrl Hofib,(f) LN m (X, ) T, T (Y, y)
(592) 0% o Hofiby (£) =5 mo(X, 2) =5 70(Y, y)
h-exakt ist.

77.1. EXAKTE PUPPE-SEQUENZ

Korollar 77.2 (Exakte Puppe-Sequenz). Fiir eine stetige Abbildung f: (X, zo0) — (Y, o)
zwischen punktierten topologischen Riumen (X, zq) und (Y, o) ist die lange Sequenz:

Q Hofiby, (f) — Q(X, z0) 2, Q(Y, w)

Hofiby, (f) —— (X, o) L (Y, o)

exakt (in Ho(Top,)).

Durch Anwendung von [SY, —], ergibt sich mit Lemma (XXXX) eine lange exakte Se-
quenz von Homotopiegruppen:

T Tn+1 (Y7 yO)
7, (Hofiby, (f), ¥) —— mo (X, 20) —— 1 (Y, o)

Tn—1(Hofiby, (f), ) —— ...
Korollar 77.3. Eine stetige Abbildung f: (X, o) — (Y, y0) zwischen punktierten topolo-

gischen Raumen (X, xqg) und (Y, yo) induziert genau dann Isomorphismen zwischen allen
Homotopiegruppen, wenn alle Homotopiegruppen von Hofib,, (f) trivial sind.

77.2. KOEXAKTE PUPPE-SEQUENZ
Korollar 77.4 (Koexakte Puppe-Sequenz). Fir eine stetige Abbildung f: (X, xo) —
(Y, yo) zwischen topologischen Riumen (X, xo) und (Y,yo) ist die lange Sequenz:

(X, z0) T) (Y, yo) — Come(f)

Y(X, xg) = Y(Y, yo) — Cone(Xf)

koezakt (in Ho(Top,)).
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Durch Anwendung von [—, K(G, n)]. ergibt sich mit Lemma (XXXX) eine lange exakte
Sequenz von Kohomologiegruppen:

.. ——— H¥(Cone(f); Q)

sing

H’n

sing

(X;G) —— HZ

sing

o

H' Y (X G) —— .

sing

(Y;G) —— H2

sing

(Cone(f); G)

Korollar 77.5. Eine stetige Abbildung f: (X, o) — (Y, o) zwischen punktierten topolo-
gischen Rdaumen (X, xo) und (Y, yo) induziert genau dann Isomorphismen zwischen allen
Kohomologiegruppen (mit Eintragen in einer abelschen Gruppe G ), wenn alle Kohomolo-
giegruppen von Cone(f) (mit Eintragen in G) trivial sind.

X Y {x}

CX —— Cone(f) — XX

Die Sequenz X — Y — Cone(f) ist h-exakt nach Lemma (XXXX), da sie iitber CX
faktorisiert. Die Sequenz Y — Cone(f) — XX ist exakt (also insbesondere h-exakt), da
sie iiber {x} faktorisiert. Die Sequenz Cone(f) — XX — XY ist h-exakt, da XXXX.

Eine alternative Moglichkeit fiir die koexakte Puppe-Folge ergibe sich aus den beiden
Kofaserprodukten:

x—71 .y (x)

xi—)(m,O)l l J/
X x [0;1] — Cyl(f) — CX
Jedoch ist die Sequenz X — Y — Cyl(f) ist nicht unbedingt h-exakt, etwa fiir X = S*,

Y = St und f = id: S* — S! ergibt sich die nicht h-exakte Sequenz S* i, g1 @0,
St x [0;1].

78. SATZ VON BLAKERS-MASSEY

Satz 78.1 (Satz von Blakers—Massey). Fiir einen topologischen Raum X und Teilmengen
UV CX mit X =U°UV®, sodass UNV — U m-zusammenhdngend und U NV — V

n-zusammenhdngend ist, ist U NV — U QX V' (m+n — 1)-zusammenhdingend.

Insbesondere ist Hofib, (UNV — U) — Hofib, (V' — X)) (m+n—1)-zusammenhéngend.
Beweis. U
Korollar 78.2. Fiir ein h-kokartesisches Quadrat:

A2 X

I

g
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h
mit f m-zusamenhdngend und g n-zusammenhdngend ist A — X Xz Y (m+n — 1)-
zusammenhdangend.

Korollar 78.3. Fiir X m-zusammenhdngend und Y n-zusammenhdngend ist X VY —
X XY m+n— 1-zusammenhdngend.

79. EILENBERG-MACLANE-RAUME

Eilenberg-MacLane-Raume dienen in der Homotopietheorie als Bausteine fiir die Kon-
struktion von CW-Komplexen mit fest vorgelegten Homotopiegruppen. Das hat weiter-
fiihrende Anwendung in der Berechnung der Homotopiegruppen von Sphéren oder der
Kohomologie von beliebigen topologischen Raumen.

Definition 79.1 (Eilenberg-MacLane-Raum). Fin zusammenhdngender Raum X, fir
den fiir eine natirliche Zahl n > 0 und eine Gruppe G (abelsch, wenn n > 1):

(593) (X)) 2 { 5 ’; o

ist ein Eilenberg-MacLane-Raum von Typ K(G,n).

Satz 79.2. Fir eine natirliche Zahl n > 0 und eine Gruppe G (abelsch, wenn n > 1)

gibt es bis auf schwache Homotopiedquivalenz genau einen Eilenberg—MacLane Raum vom
Typ K(G,n).

Beweis. Existenz: XXXX, Eindeutigkeit: XXXX 0

Da die n-te Homotopiegruppe eines Produktes topologischer Rdume nach Satz (77?)
(fiir n = 1) und Satz (??) (fiir » > 1) isomorph zum Produkt der n-ten einzelnen Ho-
motopiegruppen der topologischen Réume ist (also Homotopiegruppen mit Produkten
kommutieren), folgt fiir zwei Gruppen G und H mit der Eindeutigkeit der Eilenberg—
MacLane-Raume bis auf schwache Homotopiedquivalenz nach Satz (??) direkt: [?, Ex.
1B.5.]

whe

(594) K(G® H,n) ~ K(G,n) x K(H,n).

Da der Schleifenraum die Homotopiegruppen eines punktierten topologischen Raumes
nach Satz (??) um eins hinauf verschiebt, folgt mit der Eindeutigkeit der Eilenberg—
MacLane-Raume bis auf schwache Homotopiedquivalenz nach Satz (??) direkt:

Korollar 79.3. Der Schleifenraum eines Eilenberg—MacLane-Raumes ist (bis auf schwa-
che Homotopiedquivalenz) wieder ein Filenberg-MacLane-Raum. Fir eine Gruppe G und
eine natirliche Zahl n ist:

(595) OK(G,n) "~ K(G,n—1).

Vergleiche mit Korollar (?7); ein duales Resultat gilt fiir den Aufstieg von Moore-
Réaumen mit der Einhdngung 3.

Beispiel 79.4. Die 1-Sphdre ist ein Eilenberg-MacLane-Raum. Aus den Lemmata (77)
und (??7) folgt: [?, Ex. 1B.1.]

(596) K(Z,1) " §,

Mit Gleichung (??) folgt: |?, Ex. 1B.5.]

whe whe

(597) K(Z"1) ~ K(Z,1)" ~ (SH" =1T".
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Beispiel 79.5. Der unendlich reell projektive Raum ist ein FEilenberg-MacLane-Raum.
Aus Gleichung (??) folgt: |7, Ex. 1B.3.]

whe

(598) K(Zy,1) "~ RP>.

Beispiel 79.6. Der unendlich komplex projektive Raum st ein Filenberg—MacLane-Raum.
Aus Gleichung (??) folgt:

whe

(599) K(Z,2) ~ CP>.
(600) QRP>® ~ S°
(601) QCP>® ~ S!

Satz 79.7. Fir eine natirliche Zahl n > 0 und eine Gruppe G (abelsch, wenn n > 1)
sowie einen Gruppenisomorphismus a: 7, K(G,n) — G gibt es fiir jeden topologischen

Raum X einen Gruppenisomorphismus By : [X, K(G,n)] = H". (X,G), sodass:

sing
(602) a: m(K(G,n)) = [S", K(G,n)] 25 HE(S7,G) = G.
Bewers. XXXX O

Korollar 79.8. Die erste Kohomotopie und die erste singulire Kohomologie sind iso-
morph, da mit Gleichung (?7) und Satz (XXXX):

(603) m 2= S = [ K(Z,1)] = Hy, (-, Z).

Korollar 79.9. Fir eine abelsche Gruppe G ist mit Satz (77):

[, K(G,1)] 2 H,,,(—; G) = Homaparp(H; "5(—), G)
(604) >~ Homapgrp(m1(—)*", G) = Homg,p(m1(—), G).

Beweis. (Siehe Allen Hatcher, Aufgabe 2 in Kapitel 4) XXXX O

Fiir einen topologischen Raum X mit abelscher Fundamentalgruppe G = m(X) ist
nach Korollar (?77?):

(605) (X, K(m(X),1)] = H}

sing(X; ™ (X)) = End T (X)7
wobei die Identitdt von m1(X) unter dem Isomorphismus der Homotopieklasse der durch

die zweite Moore—Postnikov-Faktorisierung der terminalen Abbildung X AN {*} entste-
hende Abbildung X — K (m(X),1) aus Gleichung (?7) ist.

Mit G = Z folgt aus der Kombination der Korollare (??) und (?7):
(606) 7 (=) = Hom(m (), Z)

Korollar 79.10. Sei X ein topologischer Raum mit:
L) m(X) = H™(X) 21, dann ist 7 (X) = Hjpg

(X) 1.
IL) m(X) = H"8(X) = Z,, dann ist 7' (X) = Hn(X) = 1.

I11) 7y (X) = H™(X) = Z, dann ist 7' (X) = H: (X) = Z.

sing
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Lemma 79.11. Fir eine abelsche Gruppe G und n > 1 ist:
(607) H,(K(G,n);Z) = G;

(608) Hy1(K(G,n); Z) 20,

Beweis. K(G,n) ist (n — 1)-zusammenhéngend, daher folgt die Behauptung direkt aus
dem Hurewicz-Theorem. O

Siche [?]|, Sektion 4.2., Aufgabe 22. Mit den Gleichungen (??) und (??) sowie den
Gleichungen (XXXX) und (XXXX) sind zwei Beispiele fiir dieses Lemma:

(609) H3(K(Z,2);7Z) = H3(CP>;Z) =7777
(610) H5(K(Q,4);Z) = Hs(HP>; Z) =7777
Bewers. XXXX O

79.1. KAN-THURSTON-THEOREM

Theorem 79.12 (Kan—Thurston-Theorem). Jeder wegzusammenhingende Raum ist ho-
mologiedquivalent zum Eilenberg-MacLane-Raum K (G, 1) einer diskreten Gruppe G.

Beweis. XXXX [l
79.2. RATIONALE EILENBERG-MACLAE-RAUE

Definition 79.13 (Eilenberg—MacLane-Raum). Fin zusammenhdingender Raum X, fir
den fiir eine natirliche Zahl n > 0 und eine Gruppe G:

wnses{} 7

ist ein rationaler Eilenberg-MacLane-Raum von Typ K(G,n)q.

80. MOORE-RAUME

Definition 80.1 (Moore-Raum). Ein zusammenhdingender Raum X, fir den mit einer
Gruppe G und einer natiirliche Zahl n:

(612) H™(X) 20k #n

(613) HEMe(X) =~ @
ist ein Moore-Raum vom Typ M (G, n).

Satz 80.2. XXXX gibt es bis auf schwache Homotopiedquivalenz genau einen Moore-
Raum vom Typ M(G,n).

Beweis. Existenz: XXXX, Eindeutigkeit: XXXX U

Zwar ist die n-te Homologiegruppe einer disjunkten Vereinigung topologischer Rdume
nach XXXX isomorph zum Produkt der n-ten einzelnen Homologiegruppen der topolo-
gischen Raume, aber fiir zwei Gruppen G und H folgt mit der Eindeutigkeit der Moore-
Réume auf schwache Homotopiedquivalenz nach Satz (?7) nicht das zu Gleichung (77?)
fiir Eilenberg-MacLane-Réaume analoge Resultat, also:

(614) M(G @ H,n) % M(G,n) U M(H,n),

denn der rechte Raum ist nicht zusammenhéngend, wie in der Definition (?7) eines Moore-
Raumes gefordert.
Da die Einhdngung die Homoogiegruppen eines punktierten topologischen Raumes nach
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Satz (XXXX) um eins hinab verschiebt, folgt mit der Eindeutigkeit der Moore-Raume bis
auf schwache Homotopieiquivalenz nach Satz (?7) direkt:

Korollar 80.3. Die Einhdingung eines Moore-Raumes ist wieder ein Moore-Raum. Fir
eine Gruppe G und eine natirliche Zahl n ist:

(615) SM(Gyn) "= M(Gyn+1).

Vergleiche mit Korollar (?7); ein duales Resultat gilt fiir den Abstieg von Eilenberg—
MacLane-Raumen mit dem Schleifenraum 2.

Beispiel 80.4. Die Sphdren sind Moore-Riaume. Aus Gleichung (??7) folgt:

(616) M(Z,n) "= sm,

Beispiel 80.5. Die reelle projektive Ebene ist ein Moore-Raum. Aus Gleichung (XXXX)
folgt:

(617) M(Zs,1) "= RP?.

Mit Korollar (7?) folgt allgemeiner:

(618) M(Zy,n+1) "= S"RP2.

Beispiel 80.6. Die Kleinsche Flasche ist ein Moore-Raum. Aus Gleichung (XXXX) folgt:

whe

(619) MZ®Z,1) Y K,
Mit Korollar (7?) folgt allgemeiner:
(620) M(Z & Zoyn+1) "% 20K,

1. PETERSON-RAUME

Beispiel 81.1. Die reell projektive Ebene ist ein Peterson-Raum. Aus Gleichung (XXXX)
folgt:
whe

(621) P(Z,,2) ~ RP?.

82. BROWNSCHER DARSTELLUNGSSATZ

Homotopiegruppen sind als darstellbare Funktoren und Kohomotopiemengen sind als
kodarstellbare Funktoren definiert. Kohomologien stellen sich nachtriglich auch als ko-
darstellbare Funktoren heraus wihrend Homologiegruppen weder darstellbare noch kodar-
stellbare Funktoren sind. Allgemeiner lasst sich fiir Funktoren aus der Homotopiekategorie
der punktierten zusammenhéngenden CW-Komplexe untersuchen, welche Eigenschaften
fiir die Darstellbarkeit notwendig sind.

Satz 82.1 (Brownscher Darstellungssatz). Fin Funktor F': Ho(ConnCW.,)® — Set,
der Koprodukte (Wedge-Summen) auf Produkte und Homotopiekofaserprodukte auf schwa-

che Faserprodukte abbildet, ist darstellbar. Es existiert also ein punktierter zusammenhdn-
gender CW-Komplex Y mit F = Ho(ConnCW,)(—,Y).

Beweis. XXXX O
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Fiir die singuldre Kohomologie H}  (—,G) mit einer natiirliche Zahl n > 0 und einer

Gruppe G ist der darstellende Raum der Eilenberg-MacLane Raum K (G, n). Mit den
Lemmata (?7) und (XXXX) ldsst sich Lemma (XXXX) kurz bestétigen durch:
gng(_a G) = [_7 K(Gv n)] = [_7 QK(G7 n+ 1)]

(622) ~ Y- K(G,n+1)]=2HT(S-,G).

sing
Fiir eine natiirliche Zahl n > 0 und eine Gruppe G sowie einen kontravarianten Funktor
F: 7 —7ist mit dem Yoneda-Lemma:
G ;n=0o0dern=1

(624)  Nat(HL (—.,Z), H" (—,G))%Hﬁng(sla@g{ 1 n>1

sing sing

Fiir die natiirlichen Transformationen zwischen Kohomotopie und singulérer Kohomologie
gilt:

(625) Nat(H}, (=, G),7") ="K (G, n)
(626) Nat(*, H,y(—, G)) = HE,,t (85, G)

83. ALEXANDER-DUALITAT

Alexander-Dualitit ist ein Resultat iiber die Verbindung von reduzierter Homologie-
und reduzierter Kohomologie eines reduzierten kompakten und lokal zusammenziehbaren
Unterraumes einer Sphare und dessen Komplementes. Diese lasst sich insbesondere fiir
glatte Mannigfaltigkeiten anwenden, da sich diese nach dem Whitneyschen Einbettungs-
satz stets in euklidische Rdume maximal doppelter Dimension einbetten lassen, deren
Alexandroff-Kompaktifizierungen genau die Sphéren sind.

Lemma 83.1. Fir k < n und die kanonische Inklusion S* < S™ ist:
(627) Sm\ Sk ~ gnmkl
Beweis. XXXX O

84. SPANIER—WHITEHEAD-DUALITAT

Spanier—Whitehead-Dualitdt ist der Spezialfall der Dualitdt in monoidalen Kategorien
im Fall der monoidalen Homotopiekategorie der Spektren. Es ist kurzer auch als S-Dualitdt
bekannt, doch kann dann mit der gleichnamigen doch nicht verwandten S-Dualitdt aus
der Stringtheorie verwechselt werden.

Definition 84.1 (Spanier-Whitehead-Dualitéat). Fir Spektren A und A* ist ein Spek-
trenmorphismus f: S — A N A* mit: eine Spanier—Whitehead-Dualitét.

84.1. MILNOR—SPANIER—WHITEHEAD-DUALITAT

Milnor—Spanier—Whitehead-Dualitdt ist eine spezielle Spanier-Whitehead-Dualitét fiir
glatte Mannigfaltigkeiten. Nach dem Whitneyschen Einbettungssatz lassen sich diese stets
in euklidische Rdume maximal doppelter Dimension einbetten, was die Definition des sta-
bilen Normalenbiindels ermdglicht. Es stellt sich heraus, dass dessen Thom-Spektrum und
das Einhéngungsspektrum der Mannigfaltigkeit unter der Spanier-Whitehead-Dualitét
miteinander korrespondieren.
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85. POSTNIKOV-TURM

Der Postnikov-Turm ist eine Konstruktion fiir topologische Rédume, bei denen schritt-
weise die Homotopiegruppen von oben entfernt werden.

Definition 85.1 (Postnikov-Turm). Fir einen topologischen Raum X ist eine Faktori-
sierung der terminalen Abbildung X — {*} der Form:

(628) ) GEGUNELNG NG APV
sodass Yn € N: g, 1 = fn_1 09, und:

L) mign: mX = ;. X, fiir allei <n

IL.) mX, =1 fir alle i > n,

ein Postnikov-Turm von X.

Fiir einen CW-Komplex sind die R&ume im Postnikov-Turm eindeutig bis auf Homoto-
piedquivalenz, fiir einen beliebigen topologischen Raum sind sie eindeutig bis auf schwa-
che Homotopiedquivalenz. f,: X,, — X,,_; ist eine Faserung mit Faser K (m,X,n). Die
Abbildung X — I.&HneN X, ist eine schwache Homotopiedquivalenz, was den Postnikov-
Turm zu einer Approximation eines topologischen Raumes durch CW-Komplexe oder
CW-Approximation macht. |?, Crl. 4.68.]

(629) 7 Hofib(gn: X — X,,) = { le i =
(630) MSO = MO(2)

(631) M Spin = M O(4)

(632) M String = M O(8)

86. WHITEHEAD-TURM

Der Whitehead-Turm ist eine Konstruktion fiir topologische Réume, bei denen schritt-
weise die Homotopiegruppen von unten entfernt werden.

Definition 86.1 (Whitehead-Turm). Fiir einen topologischen Raum X ist eine Faktori-
sierung der initialen Abbildung {*} — X der Form:

(633) o Bx D x =X,
sodass 7777 und:

L) mX, =1 firallei<n

IL) mign: mX, = X fir allet >n
etn Whitehead-Turm von X.

fn: Xn — X,_1 ist eine Faserung mit Faser K(m,X,n — 1).

87. RATIONALE HOMOTOPIETHEORIE

Rationale Homotopietheorie untersucht lediglich die Anteile von Homotopiegruppen oh-
ne Torsion, was durch ein Tensorprodukt mit dem rationalen Korper erreicht wird. Als
Folge werden die rationalen Homotopiegruppen zu Vektorraumen und konnen daher be-
sonders einfach untersucht werden. Ein gutes Beispiel ist die rationale Homotopietheorie
der Sphéren, welche vollstandig verstanden ist, obwohl die gew6hnlichen Homotopiegrup-
pen der Sphéren schwer zu berechnen sind.
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88. RATIONALE HOMOLOGIETHEORIE

Rationale Homologietheorie untersucht lediglich die Anteile von Homologiegruppen oh-
ne Torsion, was durch Koeffizienten im rationalen Korper erreicht wird oder nach der
Homologische Fassung des universellen Koeffiziententheorems alternativ durch ein Tenor-
produkt mit diesem. Als Folge werden die rationalen Homotopiegruppen zu Vektorraumen
und konnen daher besonders einfach untersucht werden.

89. RATIONALE AQUIVALENZEN

In der gewohnlichen Homotopie-, Homologietheorie und Kohomologietheorie sind schwa-
che Homotopiedquivalenzen von fundamentaler Bedeutung, da diese Isomorphismen zwi-
schen allen drei Invarianten induzieren und weiterhin diese drei Bedingungen sogar aqui-
valent zueinander sind. Beim Ubergang auf die rationalen Theorien werden alle drei Be-
dingungen abgeschwiicht, also ist es keine triviale Folge, dass Aquivalenzen immer noch
gelten.

90. HOMOTOPIE- UND HOMOLOGIESPHAREN

Definition 90.1 (Homotopiesphére). FEine n-Mannigfaltigkeit, die homotopiedquivalent
zur n-Sphdre ist, wird n-Homotopiesphére genannt.

Definition 90.2 (Homologiesphére). Eine n-Mannigfaltigkeit, welche die gleichen inte-
gralen Homologiegruppen wie die n-Sphdre hat, wird n-Homologiesphére genannt.

Definition 90.3 (Rationale Homologiesphére). FEine n-Mannigfaltigkeit, welche die glei-
chen rationalen Homologiegruppen wie die n-Sphdre hat, wird rationale n-Homologiesphére
genannt.

Korollar 90.4. Jede Homotopiesphare ist eine Homologiesphdre.

Satz 90.5. Jede einfach zusammenhdngende Homologiesphdre ist eine Homotopiesphdre.

Beweis. Sei ¥ eine einfach zusammenhéngende n-Homologiesphére. Durch (n — 1)-fache
Anwendung des integralen Hurewicz-Theorems (?7) folgt, dass ¥ sogar (n—1)-zusammen-
héngend mit 7,(X) = Z ist: Ist ¥ k-zusammenhingend mit 1 < k£ < n, dann ist
Trr1(2) = Hyyq(2) nach dem integralen Hurewicz-Theorem (77?). Ist k+ 1 < n, dann ist
M sogar (k+ 1)-zusammenhéngend und das Argument kann einen Grad hoher wiederholt
werden. Ist k 4+ 1 = n, dann ist 7,(X) = Z.

Eine stetige Abbildung f: S™ — 3, dessen Homotopieklasse [f] € 7,(2) = Z ein Genera-
tor ist, induziert Isomorphismen auf allen Homologiegruppen (Nachweis?) und ist daher
nach Lemma (7?) eine schwache Homotopiedquivalenz. Nach dem Satz von Whitehead
(??) (X muss CW-Komplex sein?) ist f eine Homotopiedquivalenz. O

Beispiel 90.6. Die finfdimensionale Wu-Mannigfaltigkeit W = SU(3)/SO(3) ist einfach
zusammenhdingend und eine rationale 5-Homologiesphdre (mit den nichttrivialen Homo-
logiegruppen Ho(W') = Z, Hy(W) = Zy und Hs(W') = Z ), aber keine 5-Homotopiesphire.

Lemma 90.7. Es gibt genau dann einfach zusammenhdngende n-Homologiesphdren, die
nicht homoomorph zur n-Sphdre sind, wenn n > 5. MO/214727, |7, Ex. 7|, |?]
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einfach zusammenhéngend

=

Homotopiesphire =———= Homologiesphire ———= rationale Homologiesphére

Poi .
Wang, Xu“n:1,2,3,5,6,12,56,61 ouncare einfach zusammenhéngendﬂng4
diffeomorph homdomorph

zu einer Sphére zu einer Sphére

Die Homologie- und Kohomologiegruppen einer orientierbaren und geschlossenen 3-Mannigfaltigkeit
M werden vollstdndig durch dessen Fundamentalgruppe 71 (M) beschrieben. Mit dem inte-

gralen Hurewicz-Theorem (?7?), dem universellen Koeffiziententheorem und der Poincaré-

Dualitéat ist:

(634) Ho(M) = H*(M) =17

(635) Hi (M) = H*(M) = 7, (M)
(636) Hy(M) = H'(M) = Hom(m, (M), Z)
(637) Hy(M) = H'(M) =7,

Lemma 90.8. Eine zusammenhdngende, orientierte und geschlossene 3-Mannigfaltigkeit
Y ist genau dann eine 3-Homologiesphdre, wenn Hy(X) = 1.

Beweis. Da M einfach zusammenhéngend ist, ist m (M) = 1. Nach Gleichung (?7) ist
Hyo(M) = Z, nach Gleichung (??) ist Hy(M) = 1, nach Gleichung (?7?) ist Ha(M) =1
und nach Gleichung (?7?) ist H3(M) = Z. Da M eine 3-Mannigfaltigkeit ist sind alle
héheren Homologiegruppen trivial sind und daher M eine 3-Homologiesphére. U

Lemma 90.9. Eine zusammenhdngende, orientierte und geschlossene 4-Mannigfaltigkeit
¥ ist genau dann eine 4-Homologiesphdire, wenn Hy(X) = 1 und g(X) = 0.

XXXXX

(638) Hy(X) =2 HYX) =7

(639) H(X) = H¥X) = m(2)*
(640) Hy(¥) = H*(X) =2 Exty (7 (X), Z)
(641) H3(X) = HY(X) = Hom(m (X), Z)
(642) HX)=2H(D)27Z

Korollar 90.10. Fine einfach zusammenhdngende, orientierte und geschlossene 3-Mannig-
faltigkeit ist eine 3-Homologiesphdre, also nach Lemma (7?7 ) sogar eine 3-Homotopiesphdre.

7]

Lemma 90.11. FEine einfach zusammenhdngende, orientierte und geschlossene 4-Mannig-
faltigkeit mit verschwindendem Genus ist eine 4-Homologiesphdre, also nach Lemma (?7)
sogar eine 3-Homotopiesphdre.
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(643) Hy(X) = H*(X)=7Z

(644) H,(%) = HY(X) = 7 (M)*
(645) Hy(X) = H3(X) 27777
(646) Hy(X) = H*(X) = Exty (7, (%), Z)
(647) Hy(X) = HY(X) = Hom(m (%), Z)
(648) H;(X) =2 H (D)= 7Z

90.1. HOMOTOPIESPHAREN

Definition 90.12 (Homotopiesphére). XXXX

Satz 90.13. Eine wegzusammenhdngende, n-zusammenhdngende, orientierbare und ge-
schlossene 2n-Mannigfaltigkeit ist eine 2n-Homotopiesphdre.

Beweis. Sei ¥ eine wegzusammenhéngende, n-zusammenhéngende, orientierbare und ge-
schlossene 2n-Mannigfaltigkeit. Da ¥ wegzusammenhéngend ist, ist Hy(X) = Z nach Satz
(?7). Da X triviale Fundamentalgruppe hat, ist H,(X) = 7(2)* = 1 nach Satz (?7).
Da ¥ n-zusammenhéngend ist, gilt Hy(3) = 1 fiir alle 2 < k£ < n nach dem integralen
Hurewicz-Theorem (?7). Fir n+ 1 < k < 2n — 1 folgt mit der Poincaré-Dualitdt, da X
orientierbar und geschlossen ist, nach Theorem (??) und Lemma (XXXX):

(649) Hy(X) = H* (X)) = Hom(Hy, 1(X),Z) = Hom(1,7Z) = 1;

(650) Hon () 2 HO(S) = Hom(Hy(X), Z) = Hom(Z, Z) = Z.
¥ ist daher eine (integrale) 2n-Homologiesphére. Mit Satz (?77?) folgt die Behauptung. O

Der néchst allgemeinere Fall ist eine wegzusammenhéngende, n— 1-zusammenhéngende,
orientierbare und geschlossene 2n-Mannigfaltigkeit. Fiir diese sind alle (integralen) Homo-
logiegruppen bis auf H,,(X) wie die der 2n-Sphére. Fiir diese gilt mit der Poincaré-Dualitét
nach Theorem (?7) und Lemma (XXXX):

(651) H,(Y) = H"(Y) = Hom(H,(Y), Z).

Satz 90.14. FEine wegzusammenhdngende, n-zusammenhdngende, orientierbare und ge-
schlossene 2n + 1-Mannigfaltigkeit ist eine 2n + 1-Homotopiesphdre.

Beweis. Sei ¥ eine wegzusammenhéingende, n-zusammenhéngende, orientierbare und ge-
schlossene 2n + 1-Mannigfaltigkeit. Da ¥ wegzusammenhéngend ist, ist Hy(X) = Z nach
Satz (??). Da ¥ triviale Fundamentalgruppe hat, ist H;(X) = m(2)*® = 1 nach Satz
(7?). Da ¥ n-zusammenhéngend ist, gilt Hi(X) = 1 fiir alle 2 < k < n nach dem inte-
gralen Hurewicz-Theorem (?77?). Fiir n+ 1 < k < 2n folgt mit der Poincaré-Dualitéit nach
Theorem (?7), da X orientierbar und geschlossen ist, und Lemma (XXXX):

(652) Hy(X) = H* T 7H(E) =2 Hom(Haypi1-1(X), Z)
(653) Hopi1(X) = HO(Z) = Hom(Hy (%), Z) = Hom(Z, Z) ~ 7.

Y ist daher eine (integrale) 2n + 1-Homologiesphéare. Mit Satz (??) folgt die Behauptung.
0
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Der néchst allgemeinere Fall ist eine wegzusammenhéngende, n— 1-zusammenhéngende,
orientierbare und geschlossene 2n + 1-Mannigfaltigkeit. Fiir diese sind alle (integralen)
Homologiegruppen bis auf H, () und H,;1(3) wie die der 2n + 1-Sphére. Fiir diese gilt
mit der Poincaré-Dualitdt nach Theorem (?77) und Lemma (XXXX):

(654) H,(X) = H"™(Y) 2 Hom(H, (%), Z);
(655) H,1 (%) = H"(X) = Hom(H,(X),Z).

90.2. HOMOLOGIESPHAREN

Definition 90.15 (Homologiesphére). Fine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ¥ mit den
gleichen (integralen) Homologiegruppen wie die n-dimensionale Sphdre:

(656) HL(Z,Q) = Hi(5",Q) = {? B
ist eine (integralen) Homologiesphdre.

XXXX
Korollar 90.16. Jede n-Homotopiesphdre ist eine n-Homologiesphdre.

XXXX

Satz 90.17. Jede einfach zusammenhdingende n-Homologiesphdre ist eine n-Homotopiesphdre.

Beweis. XXXX O

90.3. RATIONALE HOMOTOPIESPHAREN

Definition 90.18 (Rationale Homotopiesphére). Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
> mit den gleichen rationalen Homotopiegruppen wie die n-dimensionale Sphdre:

Z  ;k=mn wenn n gerade
(657) T(X)RQ=m(S")®Q=(CZ ;k=n,2n—1 wenn n ungerade

1 ;sonst
15t eine rationale n-Homotopiesphare.
Korollar 90.19. Jede n-Homotopiesphare ist eine rationale n-Homotopiesphdre.

90.4. RATIONALE HOMOLOGIESPHAREN

Definition 90.20 (Rationale Homologiesphére). Fine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
3> mit den gleichen rationalen Homologiegruppen wie die n-dimensionale Sphdre:

Z k=0 oderk=n
1 ;sonst

(658) Hy(3,Q) = Hi(5",Q) = {

st eine rationale n-Homologiesphdre.

Korollar 90.21. Jede n-Homologiesphdre ist eine rationale n-Homologiesphdre.
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91. BOCKSTEIN-HOMOMORPHISMEN
91.1. SPEZIELLE BOCKSTEIN-HOMOMORPHISMEN

Die kurze exakte Sequenz 1 — Z — Z — Z/nZ — 1 ergibt Bockstein-Homomorphismen
Bre: H(X;Z/nZ) — Hy1(X;Z) und B*: H¥(X;Z/nZ) — H*"Y(X;Z). Fiir n = 2 wer-
den diese fiir die Defintion der integralen Steenrod-Operationen oder die Definition der
integralen Stiefel-Whitney-Klassen verwendet.

Die kurze exakte Sequenz 1 — Z/nZ < Z/n*Z — Z/nZ — 1 ergibt Bockstein-Homomorphismen
Bi: Hy(X;Z/nZ) — Hy_1(X;Z/nZ)und §°: H¥(X;Z/nZ) — H*Y(X;Z/nZ). Fiir n = 2
héngen diese mit den Steenrod-Operationen zusammen.
92. STEENROD-OPERATIONEN
92.1. INTEGRALE STEENROD-OPERATION
93. WU-KLASSEN
TEIL 6. KOHOMOLOGIETHEORIE
94. SINGULARE KOHOMOLOGIE
Lemma 94.1. Fir ein Raumpaar (X, A) und einen Korper K ist:
(659) HE (X, A K) = Homg (H™ (X, A;K),K) = H)"#(X, A; K)*
Beweis. XXXX 0
Dieses Lemma lésst sich verallgemeinern zu:
Lemma 94.2. Fir ein Raumpaar (X, A), einen Ring R und ein R-Modul M ist:
(660) HZ (X, A; M) = Homp(H"8(X, A; R), M)
Beweis. XXXX U
95. AXIOMATISCHE KOHOMOLOGIE

Die axiomatische Kohomologie ist eine Abstraktion der grundlegenden Eigenschaften
der singuldren Kohomologie und der Untersuchung der daraus folgenden Eigenschaften.

Lemma 95.1. Fir einen Ring R ist:

(661) H*(RP*, R) =7777

(662) H*(RP"™, R) <7777

Bewers. XXXX L]
Lemma 95.2. Fir einen Ring R ist:

(663) H*(CP*™ R) = R[X]

(664) H*(CP",R) = R[X]/(X”H)

Beweis. XXXX ]

Lemma 95.3. Es gibt keine stetige Retraktion RP™ 1 — RP™ fiir n > 0.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 124

Beweis. (Mit Homotopie.) Gébe es eine solche Retraktion, dann ergébe sich durch An-
wendung der n-ten Homotopie 7, auf die Sequenz idgpn: RP" — RP" — RP™ mit
7, (RP") = 7,(S") = Z nach XXXX und 7, (RP" ) = 7, (S"1) = 1 nach XXXX sowie
den Funktoreigenschaften von 7, nach Korollar (??) eine induzierte Sequenz:

(665) idz: Z —1— 7,
die jedoch nicht existieren kann. O

Beweis. (Mit Homologie, wenn n ungerade.) Gébe es eine solche Retraktion, dann ergébe
sich durch Anwendung der n-ten Homologie H,, auf die Sequenz idgpn : RP™ — RP"1 —
RP™ mit H,(RP") = Z nach Gleichung (??) und H,(RP""!) = 1 nach Gleichung (?7?)
sowie den Funktoreigenschaften von H,, nach Korollar (??) eine induzierte Sequenz:

(666) idg: Z—1—7Z,
die jedoch nicht existieren kann. 0
Lemma 95.4. Es gibt keine stetige Retraktion CP™1 — CP™ fiir n > 0.

Beweis. (Mit Homotopie.) Gébe es eine solche Retraktion, dann ergébe sich durch Anwen-
dung der (2n + 1)-ten Homotopie 7y, auf die Sequenz idcpn: CP" — CP"*! — CP"
mit mo,11(CP") = Z nach Gleichung (XXXX) und 7,1 (CP""!) = 1 nach Gleichung
(XXXX) sowie den Funktoreigenschaften von 7,41 nach Korollar (??) eine induzierte
Sequenz:

(667) idz: Z —1— 7,
die jedoch nicht existieren kann. O

Ein analoger Beweis mithilfe von Homologie ist nicht moglich, da sich die Homologien
von CP" und CP™"! nach XXXX nur im Grad 2(n + 1) mit Hyp,41)(CP™) = 1 und
Hj (1) (CP™*1) 2 Z unterscheiden, wobei die induzierte Sequenz idy: 1 — Z — 1 keinen
Widerspruch erzeugt.

Lemma 95.5. Fine natiirliche Transformation n: H* = K* von Kohomologietheorien,
fir die H*({*}) — K*({x}) ein Isomorphismus ist, ist ein Isomorphismus auf allen. CW-
Komplexen.

Bewers. XXXX O

TEIL 7. TOPOLOGISCHE GRUPPEN UND TOPOLOGISCHE RAUME MIT STETIGER
GRUPPENWIRKUNG

96. TOPOLOGISCHE RAUME MIT STETIGER GRUPPENWIRKUNG

Beispiel 96.1. Sei G eine topologische Gruppe und f: X — Y eine G-equivariante stetige
Abbildung zwischen G-Rdaumen X und Y .
o [st die Gruppenwirkung auf X trivial, dann gilt f(x) = f(g>x) = g> f(x) fir alle
g € G und x € X, also faktorisiert f tiber YO :

X ! Y

NS

YG
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o Ist die Gruppenwirkung aufY trivial, dann gilt f(g>z) = g f(x) = f(x) fir alle
g € G und x € X, also schrinkt f sich auf eine wohldefinierte stetige Abbildung

X/G =Y, [x] — f(z):
X ! Y
N
X/G

Lemma 96.2. Fiir eine kompakte topologische Gruppe G und eine G-equivariante stetige
Abbildung f: X — Y zwischen hausdorffschen G-Rdaumne X undY ist das Diagramm:

x— .y

L]

genau dann kartesisch, wenn f alle Isotropiegruppen erhdlt.
Bewers. XXXX O
96.1. INDUZIERTE GRUPPENWIRKUNG DURCH ABBILDUNGEN

Lemma 96.3. Ein stetiger Gruppenhomomorphismus p: G — H zwischen topologischen
Gruppen G und H macht H zu einem G-Linksraum durch die Komposition:

(668) :GxH—Hhag:=¢(g)oh
und zu einem G-Rechtsraum durch:
(669) >:Gx H— H,g>h:=hoy(g)

Beweis. XXXX
(670)  h<a(gog)=9(gog)oh=w(g)op(g)oh=(p(g)oh)ag=(hag)ag

96.2. INDUZIERTE GRUPPENWIRKUNG AUF ABBILDUNGSRAUMEN

Lemma 96.4. Fir eine topologische Gruppe G, einen G-Linksraum (bzw. G-Rechtsraum,)
X sowie einen topologischen Raum'Y ist Ceo(X,Y") ein G-Rechtsraum (bzw. G-Linksraum)
durch:

(671) G X Coo(X,Y) = Coo(X,Y),(f 1 9)(z) := fg> )
(672) (bzw. (gv f)(z) == f(zayg)).

Beweis. Sei f: X — Y stetig. Fiir das neutrale Element ¢ € G gilt f<e = f,daerxr =2
fiir alle x € X. Fiir Elemente g, h € G gilt:

(673) (f<(goh))(z) = f((goh)rx)=f(gr(hrx))=(f<g)(hez)=((f<g)<h)(z)
fir alle x € X, womit f<(goh)=(f<g)<h. O

Lemma 96.5. Fiir eine topologische Gruppe G, einen topologischen Raum X sowie
einen G-Linksraum (bzw. G-Rechtsraum) Y ist Coo(X,Y) ein G-Linksraum (bzw. G-
Rechtsraum) durch:

(674) G X Ceo(X,Y) = Coo (X, Y), (g f)(x) =g
(675) (bzw. (f < g)(z) := f(z)<g).

~—r
I
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Beweis. Sei f: X — Y stetig. Fiir das neutrale Element e € G gilt e> f = f, daeby =y
fiir alle y € Y. Fiir Elemente g, h € G gilt:

(676) ((goh)<f)(z) = (goh)<af(x) =ga(haf(z))=ga((haf)(x)) = (g<(haf))(z)
fir alle z € X, womit (goh)< f=g<(h<f). O

97. KATEGORIE DER TOPOLOGISCHEN RAUME MIT GRUPPENWIRKUNG
Lemma 97.1.
(677) LActsTop = RActgTop ~ Fct(BG, Top)
Bewers. XXXX O

Fiir einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen topologischen Grup-
pen G und H lasst sich untersuchen, welche Funktoren dieser zwischen den jeweiligen
Kategorien Top. der G-Raume und Topy der H-Réume erzeugt und ob Adjunktionen
zwischen diesen bestehen.

Fiir einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen topologischen Gruppen
G und H ergeben sich zwei durch

e H ist ein G-Linksraum durch die Gruppenwirkung:

(678) G x H— G,(g,h) — ¢(g)h.
e H ist ein G-Rechtsraum durch die Gruppenwirkung:
(679) G x H— G,(g,h) — ho(g).

Fiir einen H-Raum X ergibt sich eine stetigen Gruppenwirkung von G auf X durch die
Komposition:

(680) Gx X2 X = X,

e Sei X ein H-Linksraum. Durch die Komposition G x X PN X s X wird

X zu einem G-Linksraum. Daraus ergibt sich ein Funktor ¢*: LActyTop —
LAct;Top.

e Sei X ein H-Linksraum. Durch die Komposition G x X U % X - X wird
X zu einem G-Linksraum. Daraus ergibt sich ein Funktor ¢*: RActyTop —
RActs;Top.

e Sei X ein G-Linksraum. Mit H als (H,G)-Raum ist H xs X ein H-Linksraum.
Daraus ergibt sich ein Funktor H x5 —: LActgTop — LActyTop.

e Sei X ein G-Rechtsraum. Mit H als (G, H)-Raum ist X x¢ H ein H-Rechtsraum.
Daraus ergibt sich ein Funktor — X H: RActsTop — RActyTop.

Hxg—

LAct;Top n Cco(i;ﬁ)c LActyTop
—xgH

RActs;Top i Cco(ﬁ_)c RActyTop

Definition 97.2. Fiir eine tiber sich selbst angereicherte Kategorie C und ein Gruppen-
objekt G darin ist:

(681) ActsC = Fcte(BG,C)
die Kategorie der G-Wirkungen auf C.
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Lemma 97.3. Fiir eine topologische Gruppe G gibt es eine Adjunktion:

_/G
Actg(Top) T} Top
Beweis. Die Einheit der Adjunktion ist fiir einen G-Raum X gegeben durch nx: X —
Triv(X/G),z + [z]. Die Koeinheit der Adjunktion ist fiir einen topologischen Raum Y
gegeben durch ey : Triv(Y)/G — Y, [y] + y, wobei die Aquivalenzklassen aufgrund der
trivialen Gruppenwirkungen trivial sind und die Koeinheit dadurch ein natiirlicher Isomor-
phismus, was der durch Beispiel (XXXX) gegebenen Volltreuheit des rechtsadjungierten
Funktors Triv entspricht. XXXX 0

Lemma 97.4. Fir eine topologische Gruppe G gibt es eine Quillen-Adjunktion:

_/G’

ACtG(TOpQu)Proj <; TOpQu

Triv
Beweis. XXXX 0
Lemma 97.5. Fir eine simpliziale Gruppe G ¢ibt es eine Adjunktion:

_XWGWG
Act(sSet) L sSet ¢
(—xW@)/G

Beweis. XXXX O

Lemma 97.6. Fir eine simpliziale Gruppe G gibt es eine Quillen-Aquivalenz:

_XWGWG

Actg(sSetqu)proj L (sSetQu)/WG
(—xWG)/G

Beweis. XXXX [l

Eine Gruppenwirkung einer Gruppe G (von links) auf einem topologischen Raum X
entspricht einem Funktor BG — Top,* — X, g — >,. Die beiden Eigenschaften eines
Funktors entsprechen dabei genau den beiden Bedingungen einer Gruppenwirkung:

e Fiir e € GG, welches dem Identitatsmorphismus id, in BG entspricht, ist >, = idy,
also e>x = () = idx(z) = z fir alle z € X.
e I'iir Gruppenelemente g, h € G, welche Morphismen in BG entsprechen, ist >y, =
>y 0Dy, also (goh)bx =py(r) = (b, op,)(x) = g (h> ) fir alle z € X.
Die zusatzliche Beriicksichtigung der Stetigkeit der Gruppenwirkung bei der Verwendung
einer topologischen Gruppe G ergibt sich durch die Beobachtung, dass dann BG eine Top-
angereicherte Kategorie ist. Eine stetige Gruppenwirkung einer topologischen Gruppe G
(von links) auf einem topologischen Raum X entspricht dann einem Top-angereicherten
Funktor BG — Top, * — X, g — <.

Fir G-Raume X und Y, welche Top-angereicherten Funktoren X:BG — Top, * +—
X,9 = >y und Y: BG — Top,* — Y,g — >, entsprechen, entspricht eine Top-
angereicherte nattirliche Transformation : X = Y genau einer stetigen Abbildung 7, : X (x) =
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X — 17(*) =Y, fiir welche das Diagramm:

X)) =X L5V =Y

)?(g):%l l?(g):D

X (%) :XTY(*> =Y
fiir jedes g € G kommutiert, also einer G-equivarianten stetigen Abbildung.

Korollar 97.7. Fiir eine topologische Gruppe G gibt es eine Isomorphie von Kategorien:

(682) LAct;Top = Fctrop(BG, Top).

98. BALANCIERTES PRODUKT

Lemma 98.1. Fliir einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen topolo-
gischen Gruppen G und H und einen G-Linksraum X gilt:
L) ¢ ist genau dann injektiv, wenn X — H xg X, x — [(1,x)] injektiv ist.
Dabei erfordert die Riickrichtung zusdtzlich, dass G frei auf X wirkt.
I1.) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn X — H xg X,z — [(1,2)] surjektiv ist.

Beweis. 1.): =: Seien z, 2’ € X mit [(1,z)] = [(1,2’)], dann gibt es ein g € ker(¢) mit
xr = gz’. Da ¢ injektiv ist, ist ker(¢) = {1} und = = 2/. <=: Ist ¢ nicht injektiv, dann gibt
es g,¢ € G mit g # ¢ und ¢(g) = ¢(¢'). Fiir ein = € X gilt gz # ¢z, da G frei auf X
wirkt, aber:

[(zg, 1)] = [(zg. 6(9)d(9) )] = [(z, 8(9) )]

(683) = [(z,0(¢") )] = [(xg', &(¢")d(¢) "] = [(2g', 1))

I.): =: Sei [(h,z)] € H xg X. Da ¢ surjektiv ist, gibt es ein g € G mit ¢(g) = h und
daher ist [(h,z)] = [1,g2)]. <=: Seien h € H und = € X, dann ist [(h,z)] € H xg X. Da
X = Hxg X,z [(1 x)] surjektiv ist, gibt es ein 2’ € X mit [(1,2')] = [(h,x)]. Also
gibt es ein g € G mit ¢(g) = h und = = gz’ O

Lemma 98.2. Fliir einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen topolo-
gischen Gruppen G und H und einen G-Rechtsraum X gilt:
L) ¢ ist genau dann injektiv, wenn X — X xXg H,x — [(z,1)] injektiv ist.
Dabei erfordert die Riickrichtung zusdtzlich, dass G frei auf X wirkt.
I1.) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn X — X xXg H,x — [(z,1)] surjektiv ist.

Beweis. 1.): Seien x,2’ € X mit [(z,1)] = [(«/,1)], dann gibt es ein g € ker(¢) mit
r = 2'g. Da ¢ injektiv ist, ist ker(¢) = {1} und x = 2/. <=: Ist ¢ nicht injektiv, dann gibt
es g,¢ € G mit g # ¢ und ¢(g) = ¢(¢'). Fiir ein = € X gilt zg # x¢/, da G frei auf X
wirkt, aber:

(1, 92)] = [(0(9) " d(9), 92)] = [(¢(9) ", z)]
[(¢(g) ", 2)] = [(o(g)~ 1¢(g) gw)] =[(1,¢'z)].

I1.): =: Sei [(z,h)] € X xg H. Da ¢ surjektiv ist, gibt es ein g € G mit ¢(g) = h und
daher ist [(x,h)] = [zg,1)]. <=: Seien h € H und = € X, dann ist [(z,h)] € X xg H. Da
X — X x¢ H,z — [(z,1)] surjektiv ist, gibt es ein 2’ € X mit [(z/,1)] = [(x, h)]. Also
gibt es ein g € G mit ¢(g) = h und = = 2'g. O

(684)
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99. BALANCIERTES SMASH-PRODUKT
TEIL 8 EQUIVARIANTE ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE
100. BOREL-KONSTRUKTION

Definition 100.1 (Borel-Konstruktion). Fir eine topologische Gruppe G und einen G-
Raum X st das balancierte Produkt X xXg EG dessen Borel-Konstruktion.

Lemma 100.2. Fir eine zusammenhdngende topologische Gruppe G und einen zusam-
menhdingenden G-Raum X, sodass die kanonische Projektion X — X/G ein Hauptfaser-
biindel ist, ist die kanonische Projektion X xqEG — X/G eine schwache Homotopiedqui-
valenz.

Beweis. XXXX O

101. EQUIVARIANTE DE-RHAM-KOHOMOLOGIE
101.1. WEIL-MODELL

XXXX
101.2. CARTAN-MODELL
XXXX
101.3. KALKMAN-MODELL
XXXX

102. EQUIVARIANTE HOMOTOPIETHEORIE

Equivariante Homotopietheorie ist eine Verallgemeinerung der gewdhnlichen Homoto-
pietheorie fiir topologische Rdume mit einer Gruppenwirkung, sodass diese sich fiir den
Spezialfall der trivialen Gruppenwirkung (also der trivialen Gruppe) wieder ergibt. Analog
zur gewOhnlichen Homotopietheorie gibt es ebenfalls eine equivariante rationale Homoto-
pietheorie und eine equivariante stabile Homotopietheorie.

103. EQUIVARIANTE KOHOMOLOGIE

Equivariante Kohomologie ist eine Verallgemeinerung der singuldren Kohomologie fiir
topologische Rdume mit einer Gruppenwirkung, sodass diese sich im Spezialfall der tri-
vialen Gruppenwirkung (also der trivialen Gruppe) wieder ergibt.

104. EQUIVARIANTES WHITEHEAD-THEOREM

Das equivariante Whitehead-Theorem verallgemeinert das Whitehead-Theorem aus der
(stabilen) Homotopietheorie auf die equivariante (stabile) Homotopietheorie.

Definition 104.1 ((Schwache) G-Homotopiesquivalenz). Fir eine topologische Gruppe G
und G-Rdume X und Y wird eine G-equivariante stetige Abbildung f: X — Y, fir die fir
jede abgeschlossene Untergruppe H < G die Abbildung f¥: X — YH eine (schwache)
Homotopiedquivalenz ist eine (schwache) G-Homotopiedquivalenz.

Korollar 104.2. Fiir eine topologische Gruppe G ist jede G-Homotopieiquivalenz eine
schwache G-Homotopiedquivalenz.

Lemma 104.3. Fiir eine topologische Gruppe G ist die Komposition von (schwachen)
G-Homotopiedquivalenzen eine (schwache) G-Homotopiedquivalenz.
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Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — Z (schwache) G-Homotopiedquivalenzen zwischen
G-Rdumen X, Y und Z. Sei H < G eine abgeschlossene Untergruppe, dann ist (g o
T = gfo fH: XH — 7ZH 3]s Komposition von (schwachen) Homotopiesiquivalenzen
eine (schwache) Homotopiedquivalenz. O

Lemma 104.4. Fir eine hausdorffsche topologische Gruppe G ist jede (schwache) G-
Homotopiedquivalenz eine (schwache) Homotopiediquivalenz.

Beweis. Sei f: X — Y eine (schwache) G-Homotopiedquivalenz zwischen G-Réumen X
und Y. Da G hausdorffsch ist, ist {1} < G abgeschlossen. Da f eine (schwache) G-
Homotopiedquivalenz ist, ist fi}: Xt — y{} (also f: X — Y) eine (schwache) Homo-
topiedquivalenz. O

Fiir eine topologische Gruppe G ist die Kategorie Top, auf vier verschiedene Mog-
lichkeiten eine Kategorie mit schwachen Aquivalenzen, niamlich mit den (schwachen) Ho-
motopiedquivalenzen whe und he sowie den (schwachen) G-Homotopiedquivalenzen wheg
und heg mit:

he——— whe

] ]

heq—— whegq

Daraus ergeben sich vier verschiedene Homotopiekategorien mit:

Theorem 104.5 (Equivariantes Whitehead-Theorem). Fiir eine topologische Gruppe G
ist eine schwache G-Homotopiedquivalenz zwischen G-CW-Komplexen bereits eine G-
Homotopiedquivalenz.

Beweis. Sei f: X — Y eine schwache G-Homotopiedquivalenz zwischen G-CW-Komplexen
X und Y. Sei H < G eine abgeschlossene Untergruppe, dann ist f7: X# — Y eine
schwache Homotopiedquivalenz. XXXX O

105. EQUIVARIANTE FASERUNGEN

Definition 105.1 (Equivariante Faserungen). Fir eine topologische Gruppe G wird eine
stetige Abbildung f: X — Y zwischen G-Raumen X und Y, fir die fir jede abgeschlossene
Untergruppe H < G die induzierte stetige Abbildung f7: X — Y eine:

I.) Hurewicz-Faserung ist, eine G-Hurewicz-Faserung genannit.
I1.) Serre-Faserung ist, eine G-Serre-Faserung genannt.
I[11.) Dold-Faserung ist, eine G-Dold-Faserung genannt.

Lemma 105.2. Fir eine topologische Gruppe G ist die Komposition von:

1.) G-Hurewicz-Faserungen eine G-Hurewicz-Faserung.
I1.) G-Serre-Faserungen eine G-Serre-Faserung.
II1.) G-Dold-Faserungen eine G-Dold-Faserung.

Beweis. 1.): Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z jeweils G-Hurewicz-Faserungen zwischen
G-Réumen X, Y und Z. Sei H < G eine abgeschlossene Untergruppe, dann ist (go f)# =
glo fH: XH — 7H als Komposition von Hurewicz-Faserungen eine Hurewicz-Faserung.
I1.), 111.): Analog,. O

Lemma 105.3. Fiir eine hausdorffsche topologische Gruppe G st jede:

I.) G-Hurewicz-Faserung eine Hurewicz-Faserung.
I1.) G-Serre-Faserung eine Serre-Faserung.
I11.) G-Dold-Faserung eine Dold-Faserung.



ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 131

Beweis. 1.): Sei f: X — Y eine G-Hurewicz-Faserung zwischen G-Raumen X und Y. Da
G hausdorffsch ist, ist {1} < G abgeschlossen. Da f eine G-Hurewicz-Faserung ist, ist
f x5 vy (also f: X — Y) eine Hurewicz-Faserung. 11.), II1.): Analog. O

106. MODELLSTRUKTUREN AUF ActsTop

Auf der Kategorie Top gibt es zwei hdufig verwendete Modellstrukturen: Zum einen
die Quillen-Modellstruktur, mit welcher die Kategorie als Topg, notiert wird, und zum
anderen die Strom-Modellstruktur, mit welcher die Kategorie als Topg, notiert wird. Beide
konnen verwendet werden, um fiir eine topologische Gruppe G die Kategorie Top der G-
Réaume mit einer Modellstruktur auszustatten. Dabei lasst sich untersuchen, mit welchen
Modellstrukturen die Adjunktionen aus XXXX sogar zu Quillen-Adjunktionen werden.

Es gibt einen kanonischen Vergissfunktor U: Top, — Top, welcher die stetige Grup-
penwirkung vergisst, einen Funktor Triv: Top — Top, welcher die triviale Gruppenord-
nung zuordnet, und den Orbitfunktor —/G: Top, — Top.

Die Betrachtung einer injektiven oder projektiven Modellstruktur auf der Top-angereicherten
Kategorie ActgTop der G-Raume fiir eine topologische Gruppe G mithilfe von Lemma
(XXXX) wird dadurch vereinfacht, dass BG nur ein Objekt enthélt, womit natiirliche
Transformationen nur aus einem Morphismus bestehen. Da sowohl in der Quillen- und
Strom-Modelstruktur die Faserungen in der Definition angegeben werden, bietet sich die
Betrachtung der projektiven gegeniiber der injektiven Modellstrukturen an, wobei:

e Die schwachen Aquivalenzen von Actg(Topgy)proj (und ebenso Actq(Topg )in;)
sind die G-equivarianten schwachen Homotopiedquivalenzen. Die Faserungen von
Acta(Topg, )proj sind die G-equivarianten Serre-Faserungen.

e Die schwachen Aquivalenzen von Actg(Topg,)prj (und ebenso Actg(Tops; )inj)
sind die G-equivarianten Homotopiedquivalenzen. Die Faserungen von Actg(Topg,)pro;
sind die G-equivarianten Hurewicz-Faserungen.

e Die schwachen Aquivalenzen von Actq(Top,,i)proj (und ebenso Acts(Top,,iy)inj)
sind die G-equivarianten schwachen Homotopiedquivalenzen. Die Faserungen von
Acte(Top,,iy)proj sind die G-equivarianten Hurewicz-Faserungen.

In keiner der vier Modellstrukturen (sofern existent) werden daher (schwache) G-Homotopiedquivalenzen
als schwache Aquivalenzen benutzt.

106.1. FEINE MODELLSTRUKTUR AUF ActsTop

Definition 106.1 (Feine Quillen-Modellstruktur). Fir eine topologische Gruppe G ist
(sofern existent) die Modellstruktur auf ActsTop, deren schwache Aquivalenzen die schwa-
chen G-Homotopiedquivalenzen und deren Faserungen die G-Serre-Faserungen sind, die
feine Quillen-Modellstruktur, notiert als Actg(Topg,, )sein-

Definition 106.2 (Feine Strom-Modellstruktur). Fiir eine topologische Gruppe G ist
(sofern existent) die Modellstruktur auf ActgTop, deren schwache Aquivalenzen die G-
Homotopiedquivalenzen und deren Faserungen die G-Hurewicz-Faserungen sind, die feine
Strom-Modellstruktur, notiert als Acts(Topg,)sein-

Lemma 106.3. Flir eine topologische Gruppe G st jeder G-CW-Komplex ein kofaserndes
Objekt in TOPg feiy, -

Beweis. XXXX O
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106.2. BOREL-MODELLSTRUKTUR AUF ActsTop
Definition 106.4 (Borel-Modellstruktur). XXXX

Die Kategorie Top; mit der Borel-Modellstruktur wird als Topg g, notiert.

107. MODELLSTRUKTUREN AUF ActgsSet
107.1. FEINE MODELLSTRUKTUR AUF ActgsSet

Definition 107.1 (Feine Kan—Quillen-Modellstruktur). Fir eine simpliziale Gruppe G ist
(sofern existent) die Modellstruktur auf ActgsSet, deren schwache Aquivalenzen XXXX
und deren Faserungen XXXX sind, die feine Kan—Quillen-Modellstruktur, notiert als
ACtg(SSetKQ)fein.

Definition 107.2 (Feine Joyal-Modellstruktur). Fir eine simpl'z'_zmle Gruppe G st (so-
fern existent) die Modellstruktur auf ActgsSet, deren schwache Aquivalenzen XXXX und
deren Faserungen XXXX sind, die feine Joyal-Modellstruktur, notiert als Actg(sSet;)fein-

108. EQUIVARIANTES HOPF-THEOREM

Das equivariante Hopf-Theorem verallgemeinert das Hopf-Theorem aus der Homoto-
pietheorie auf die equivariante Homotopietheorie.

Theorem 108.1 (Equivariantes Hopf-Theorem). XXXX
Beweis. XXXX O

Es konnen daher (sofern existent) vier verschiedene Modellstrukturen auf ActgsTop,
namlich die injektive und projektive Modellstruktur der Quillen- und Strom-Modellstruktur,
jeweils notiert als Actg(TopQu)inj, Actg(TopQu)proj, Acts(Topg, )i und Actg(Topg, ) proj-

Bekannte iiber sich selbst angereicherte Kategorien sind die Kategorie Mon der Mo-
noide, in welchen in Gruppenobjekt eine abelsche Gruppe ist, die Kategorie Vectk der
K-Vektorraume fiir einen Koérper K, in welchen ein Gruppenobjekt XXXX, der Kategorie
Top der topologischen Rdume, in welchen ein Gruppenobjekt eine topologische Gruppe
ist, und die Kategorie sSet der simplizialen Mengen, in welchen ein

e Mon der Monoide, in welchen in Gruppenobjekt eine abelsche Gruppe ist

e Vecty der K-Vektorraume fiir einen Korper K, in welchen ein Gruppenobjekt
XXXX

e sSet der simplizialen Mengen, in welchen ein Gruppenobjekt eine simpliziale
Gruppe ist

Fiir eine abelsche Gruppe G ist die Kategorie ActgMon XXXX

109. EQUIVARIANTES PONTRJAGIN-THEOREM

Das equivariante Pontrjagin-Theorem verallgemeinert das Pontrjagin-Theorem aus der
Homotopie- und Kobordismustheorie auf die equivariante Homotopie- und equivariante
Kobordismustheorie.

Theorem 109.1 (Equivariantes Pontrjagin-Theorem). XXXX
Beweis. XXXX U
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110. ELMENDORF-THEOREM

Zs/1

L/ Lo L/ Zs

~N

Ze|Zs

Theorem 110.1 (Elmendorf-Theorem). Fiir eine topologische Gruppe G gibt es eine
Aquivalenz von (0o, 1-Kategorien:

(685) Topg[wheg'] ~ PSh,, (Orbg).
Beweis. XXXX L]
(686) PSh,,(Orb),pe ~ PSh,,(Orb,pg) ~ PSh,, (Orbg) ~ Top|whe;']

Lemma 110.2. Fir einen (oo, 1)-Topos H und ein Objekt X € H ist die (00, 1)-Scheibenkategorie
H/X ein (0o, 1)-Topos, genannt der (oo, 1)-Scheibentopos.

Beweis. XXXX O

Lemma 110.3. Fir einen lokal co-zusammenhdingenden (0o, 1)-Topos H ist fiir jedes
Objekt X € H der (oo, 1)-Scheibentopos H/ X ebenfalls lokal co-zusammenhdingend.

Beweis. XXXX [l

Einen stetiger Gruppenhomomorphismus f: G — G’ zwischen topologischen Gruppen
G induziert einen Funktor zwischen ihren Orbitkategorien:

(687) Orbg; — OI‘bG/, G/H — G//f<H)
(688) ®: [C,BG] — [OrbP.C], ®(X): G/H — X"
(689) U: [Orb?,C] — [C,BG],¥(Y) = Y(G/1)

TEIL 9. ANHANG
111. NACHTRAGE

Lemma 111.1. Ein kommutatives Quadrat:
A L X
rlo e
ist genau dann h-kartesisch, wenn Yy € Y : Hofib,(f') = Hofiby,(f).

Beweis.

h
(690) Hofiby. ) (Hofiby(¢') — Hofibs(,(g)) = Hofib(y, (A = X Xz Y)
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Korollar 111.2. Ein kartesisches Quadrat:
A— X
|-
Y — 7

mit einer Faserung f ist h-kartesisch.

112. SPEKTREN

Definition 112.1 (Spektrum). Eine Folge (E,)en punktierter topologischer Riume mit
punktierten stetigen Abbildungen o,: XE, — E, .1 ist ein Spektrum E = (E,,0,).

Die Abbildung o,: ¥FE, — FE, 1 entspricht unter der Adjunktion > — €2 eindeutig bis
auf Homotopie einer stetigen Abbildung o,: E,, — QF,;;. Ein Spektrum, fiir das all
diese Abbildungen jeweils schwache Homtopiedquivalenzen sind, ist ein Q-Spektrum. Fiir
einen punktierten topologischen Raum X ist X,, = ¥"X mit den Identitdtsabbildunen
op = idsnrix: X, = UX"X — Y"MX = X, ein spezielles Q-Spektrum, welches
Finhdngungsspektrum von X genannt wird und als 3X°° X notiert wird.

Definition 112.2 (Sphérenspektrum). Das Einhdngungsspektrum der nulldimensionalen
Sphdre:
(691) S :=x>gY
ist das Sphéarenspektrum.
Fiir eine Gruppe G ist HG,, = K(G,n) mit den durch XXXX gegebenen Homotopie-

dquivalenzen o,,: XK (G,n) — K(G,n + 1) das Eilenberg—MacLane-Spektrum HG.
Fiir ein Spektrum E = (E,, 0,,) ist Y¥E mit (X*E), = E,, das verschobene Spektrum.

Fiir einen punktierten topologischen Raum X wird dessen verschobenes Einhdngungs-
spektrum kurz als:

(692) NORX = whye X

Definition 112.3 (Spektrenmorphismus). Fir Spektren (E,, pn)nen und (Fy, 0p)nen 1St
eine Familie (f,: E, — F,)nen stetiger punktierter Abbildungen, fir die:

(693) fn+1 O pPpn =20po0 Efny

also fir die das folgende Diagramm kommutiert:

SE, — Enpt

Efnl lf’n«kl

ZFn 0'—n> Fn+1
ein Spektrenmorphismus.

Eine punktierte stetige Abbildung f: X — Y zwischen punktierten topologischen Réu-
men X und Y induziert einen Spektrenmorphismus X f: 3*°X — X*°Y zwischen ihren
Einhdngungsspektren durch:

(694) (X% f)n =X"f.
Korollar 112.4. Das Einhdangungsspektrum ist ein kovarianter Funktor:
(695) ¥°°: Top, — Spectra,.
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Lemma 112.5 (Smash-Produkt fiir Spektren). Fir ein Spektrum E = (E,, 0,,) und einen
punktierten topologischen Raum X ist:

(696) EAX = (BEy A X, 00 Aid)nen
mit der Identifikation X(FE, N X) = X E, N X nach XXXX ebenfalls ein Spektrum.
Beweis. XXXX U

Lemma 112.6. Fir einen punktierten topologischen Raum X ist dessen Einhdngungs-
spektrum genau dessen Smash-Produkt mit dem Sphdrenspektrum:

(697) Y*X =SAX
Beweis.
(698) (SAX), =S, ANX=S"AX=Y"X

O

Lemma 112.7 (Wedge-Summe von Spektren). Fir Spektren E = (E,, p,) und F =
(Fy,00) ist:

(699) EVF := (E,VE,,,S"A(E,VFE,) = (S'VE,) x (S'VF,) 2% B 1 X Fyit)nez
ebenfalls ein Spektrum.
Beweis. XXXX O

Lemma 112.8 (Produkt von Spektren). Fir Spektren E = (E,,p,) und F = (F,,0,)
18t:

(700) EXF := (Ep X Fo, SYA(E, X F,) = (S*AE,) x (S'AF,) 257 By X Frit e
ebenfalls ein Spektrum.

Beweis. XXXX O

(ECXAY), =(ECX), A Y =S"XAY"ANXAY
(701) EXAYY = XA (ZFY) = (X AZFY),
Mit Lemma ({11.6)):

(702) Y. Cone(f),, = X Cone(f,) e~ Cone(X f,,) = Cone(fn41) = Cone(f)ni1
(703) Te(En) = [§%, Ba] = [S§7, 2E,] =[S, Epy] = 1 (Bng)
Definition 112.9. Fir ein Spektrum (E,, o,,) ist:

(704) 7k (E) = colimy, o Tpir B

dessen k-te Homotopiegruppe.

Fiir die Homotopiegruppen eines verschobenen Spektrums gilt:
(705) Tt (BLE) = colimy o0 Tpikst (B E)y = colimy,yoo Trypst Bngr = T (E)
Fiir die Homotopiegruppen des Eilenberg-MacLane-Spektrums folgt:

G k=0

(706) T (HG) = colimy, o it HG,, = colimy, oo T K (G, n) = { 1 k>0

Mit Gleichung (XXXX) folgt direkt:
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Korollar 112.10. Fiir ein Q-Spektrum (E,,0,) ist:
(707) m(E) = m(Eo).

Definition 112.11 (Stabile Homotopiegruppe). Fir einen punktierten topologischen Raum
X ist:
(708) TP (X)) = (2 X) = colimy, oo Tn 1k X" X
dessen stabile Homotopiegruppe.
Offenbar ist die k-te stabile Homotopiegruppe der 0-Sphére die k-te Homotopiegruppe

des Sphirenspektrums, also m5%P(§%) = 74(S). Fiir die k-ten stabilen Homotopiegruppen
héherdimensionaler Sphéren ist:

ﬂztab(§m) = colimy, o0 T 4258 = colimy, ;o0 Tr ik

Sn-i—m
: : 0 tab 0
(709) = colimy, o0 TpakmS” = colimy, oo Tpak-m2"§ = T (87)
112.1. INDUZIERTE HOMOLOGIETHEORIEN

Satz 112.12. FEin Spektrum E = (F,,o0,) induziert eine reduzierte Homologietheorie
durch: |?, Thrm. 4F.2.]

(710) En(X) := (B A X) = colimyyeo Ty (Ep A X)

Beweis. XXXX O
Es folgt:

(711) En(§) = ma(E).

Fiir die von einem Einhdngungsspektrum >*°Y eines topologischen Raumes Y induzierte
reduzierte Homologietheorie gilt:

/;)/n = colimy_so0 Ttk > A = colimy_,o0 Tyt A
712 YooY, (X 1 w((ZXY ) A X 1 w(CFY A X

Fiir die von Eilenberg-MacLane-Spektrum HG einer Gruppe G induzierte reduzierte Ho-
mologietheorie gilt:

(713) HG (X)) = colimy_yoe Tpar((HG)i A X) = colimy_yoo Tran(K (G, k) A X)
112.2. INDUZIERTE KOHOMOLOGIETHEORIEN

Satz 112.13. Ein Q-Spektrum E = (E,, 0,,) induziert eine reduzierte Kohomologietheorie
auf CW, durch: |?, Thrm. 4.58.]

(714) E"(X) = [X, E,).

Beweis. XXXX O
Satz 112.14. Ein Spektrum E = (E,,0,) induziert eine Kohomologietheorie durch:
(715) E™M(X) = colimy_yo0[SF X, Epyr] & colimy_, o[ X, QO Ey ]

Fiir ein Q-Spektrum fiihrt dieser Ausdruck wegen QFFE,, ;. = E,, auf Satz (?7) zuriick.

Beweis. XXXX O
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Es folgt:
(716) E7"(§%) = m(E).
Fiir die von einem Einh&ngungsspektrum induzierte Homologietheorie gilt:
(717) XX (V) = colimy,_o [EFY, D7 X] =

Die vom FEilenberg-MacLane-Spektrum einer Gruppe G induzierte Kohomologietheorie
ist genau die singuldre Kohomologie mit Eintragen in G:

%n(X) = colimy_o0[X, QK (G, n + k)]
(718) = colimy o[ X, K(G,n)] = [X, K(G,n)] = H,

sing

(X; Q).

Satz 112.15. Jede reduzierte verallgemeinerte Kohomologietheorie auf CW, lisst sich
durch ein Q-Spektrum E = (E,,0,) gemdf Satz (7?) darstellen. |7, Thrm. 4E.1.]

Beweis. XXXX O

112.3. UNENDLICHER SCHLEIFENRAUM

Definition 112.16 (Unendlicher Schleifenraum). Fir ein Spektrum E = (E,,0,) ist der
von den Abbildungen "G, : Q"E, — Q"L E, | erzeugte Kolimes:

(719) Q®E := colimy_,o, Q¥ E},
dessen unendlicher Schleifenraum.

Beispiel 112.17. Fir den unendlichen Schleifenraum des Filenberg—MacLane-Spektrum
HG einer abelschen Gruppe G gilt mit Korollar (77):

whe

(720) QO HG = colimy, ;o W (HQG);, = colimy,_, QK (G, k) ~ QK(G,1).

Ein Spektrenmorphismus f = (f,)nen: £ — F zwischen Spektren E = (E,),eny und
F = (F),)nen induziert eine stetige Abbildung zwischen ihren unendlichen Schleifenrdumen
durch:

(721) Q> f := colimy_,o0 QF f4.
Korollar 112.18. Der unendliche Schleifenraum ist ein kovarianter Funktor:

(722) Q>: Spectra, — Top,.

112.4. ADJUNKTION ZWISCHEN EINHANGUNGSSPEKTRUM UND UNENDLICHEM
SCHLEIFENRAUM

Ein wichtiger Spezialfall von Spektrenmorphismen ist der von einem Einhdngungsspek-
trum in ein beliebiges Spektrum, da dann sémtliche stetige Abbildungen von diesem be-
reits durch die erste festgelegt werden. Sei X ein topologischer Raum, F = (E,, 0, )nen €in
Spektrum und f: ¥*°X — E ein Spektrenmorphismus. Fiir dessen einzelne Abbildungen
gelten die Relationen:

(723) fos1 =0noXf: 21X = B,

weshalb der komplette Spektrenmorphismus bereits durch die stetige Abbildung fy: X —
Ey festgelegt wird.
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113. LERAY—SERRE-SPEKTRALSEQUENZ
113.1. WANG-SEQUENZ
Die Wang-Sequenz ist eine spezielle Anwendung der Leray—Serre-Spektralsequenz auf
Faserbiindel iiber Sphéren.
114. CALABI-YAU-MANNIGFALTIGKEIT

Insbesondere in der Stringtheorie werden sechsdimensionale Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten
verwendet.

Definition 114.1 (Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit). Eine kompakte Kdihlermannigfaltigkeit
mit verschwindender erster Chern-Klasse ist eine Calabi—Yau-Mannigfaltigkeit.

Satz 114.2. Eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist genau dann Calabi-Yau,
wenn ihre Holonompiegruppe SU(n) ist.

Beweis. O

115. J-HOMOMORPHISMUS

Es gibt zwei verschiedene Definitionen fiir den J-Homomorphismus, welche bis auf
Homotopie gleich sind. Eine nutzt die Hopf-Konstruktion und die andere benutzt die
Alexandroff- oder Einpunkt-Kompaktifizierung.

Lemma 115.1. Fiir eine orthogonale Abbildung O: R* — R¥ ist:
(724) O* ~ ¥ (O|gr-1) : S¥ — Sk,

Beweis. XXXX

(725) deg(E (O|Sk—1>) = deg(0|sk71) = deg(0*|5k71) =7777.
0J
Lemma 115.2. Fiir eine unitire Abbildung U: C*F — CF ist:
(726) U* ~ % (Ulger-1) : S — S,
Beweis. XXXX O

115.1. ERSTE DEFINITION

JOe: T O(k) = [S™,0(k)] — [S™, Aut(S*1)] — [" x S¥1, 8%
(727) (57 % SF1 wgk 1) = (87 5K = 7,1 (SF)
Definition 115.3 (J-Homomorphismus). XXXX

(728)  Jok: T O(k) = masr(S™), [f] = H ([(2,y) = f(2)(m)]) mitx € S"y e S

Lemma 115.4. Der J-Homomorphismus ist tatsdichlich ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. XXXX O
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115.2. ZWEITE DEFINITION

Rk on o g EVI@W) oy

l |

qntk Sk
Definition 115.5 (J-Homomorphismus). XXXX
(729) TO,: 10 O(k) = s S™, 1] > [(ev o((f 0 cn) X i)

Lemma 115.6. Der J-Homomorphismus ist tatsichlich ein Gruppenhomomorphismus.

Bewers. XXXX
Joe([F1+[9) = T2 ((FV 9) o pal) = [(evo(((f V g) 0 pn 0 ¢n) X idgx))*] =7277

(730) = [(evo((f o cy) x idgs))"] 4 [(evo((g 0 ¢,) X idgk))"] = Jno,k:([f]) + Jﬁk([g])
[l

Lemma 115.7.

(731) oo (i0), =T 0 2,

i9).
1 O(k) % 0 Ok + 1)

Js,kl y:zm

k k+1
Tt kS T”TanHS +

Beweis. (Mit der ersten Definition) XXXX
(2o Jn) (f1) = BH ([(z,y) = f(@)(W)]) =277 = H ([(z,y,) = (f(2)(y),)]) = H ([(x,y,2) = (i;) 0

Beweis. (Mit der zweiten Definition) XXXX
(B o Jok) ([f]) = [ (evo((f o ca) x idex))"] = [((evo((f 0 ) X idar)) x idg)’]
= [((ev x idr) o ((f 0 ¢x) X idge+1))"] = [(evo((iy) o f 0 ¢,) X ideH))*}
(732) = (S0 (in)s) (1))
U

Nach diesem Lemma lasst sich der Kolimes des (speziellen) orthogonalen J-Homomorphismus
bilden:

(733) JY = colimyen Jy : T, O(00) — TP
(734) J50 = colimpey J3Q: m, SO(00) — w3
Lemma 115.8.

(735) JUk+1 o (i U)* =Y%0 Jg,k
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(i)«

m U(k) —— 7, U(k + 1)

J;{kl ja&{m

2k 2(k+1
Tny2kS ? Tpt2(k1)S (k+1)

Beweis. XXXX O

Nach diesem Lemma lésst sich der Kolimes des (speziellen) unitéaren J-Homomorphismus

bilden:

(736) Jy = colimyey Jy . ™, U(o0) — w3

n n

(737) J3U = colimyen J5 '+ m, SU(00) — i

n

116. BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ
Beweis. =: Angenommen, 7: D"~ ! ist eine stetige Retraktion, dann ist:
(738) pr Ly gt 2278 gl e, pn

stetig ohne Fixpunkt.
<: Angenommen f: D" — D" ist stetig ohne Fixpunkt, dann ist:

(739) r(z)=x+ A(f(z) —x)
eine stetige Retraktion. 0

Fiir n = 0 ist der Brouwersche Fixpunktsatz trivial, fiir n = 1 ist es der Zwischenwert-
satz.

(740) pr: St
(741)  po: STASTE PG (S1) A ST (ST A ST v (ST A ST = g
(742) (X, 20) X 0 (X, 20) — T (X, w0), ([a], [B]) = [(@, B) © pa]

gn_Pr L gnygn N N RV N

| [ [

Dn pnVid Dn - const,id
Sny ST Sry Sy ST Sny Sh 3 gn
id Vpn id,const

Lemma 116.1. Es gibt hichstens 22"V — 1 linear unabhingige Vektorfelder auf S™. |?,
Thrm. 1.1.]

Lemma 116.2. Es ¢ibt hichstes 2°2tD)=1 linear unabhingige Vektorfelder auf S™, wenn

Die kleinste natiirliche Zahl n mit vy(n + 1) > 4 ist n = 15, in diesem Fall besagt das
Lemma, dass es auf S'® maximal acht linear unabhingige Vektorfelder gibt.
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TEIL 10. NOTIZEN

117. STANDARD-SIMPLIZES

(743) [’UQ, R ,Un] AT — V, Z )\iei — Z )\ﬂ)i
i=0 i=0

(744) Al =leg, ..., €. en)t AMTT 5 A"

Insbesondere ist:

(745) dy = [e1]: AY = Al eg e

(746) d} = [eo]: A = Alleg e

Allgemein ist d”: A"! < A" die kanonische Einbettung.
Lemma 117.1.

(747) it od) =diff ody: AT AT <
(748) Arlod! =0: A — AT

n—1
(749) SHAI NPV

=0

118. HOMOOTOPIEGRUPPEN

Satz 118.1. Fir einen lokalkompakten und lokal zusammenhdngenden Hausdorff-Raum
X ist Homeo(X) eine topologische Gruppe.

Beweis. XXXX [l

Definition 118.2 (Homootopiegruppe). Fir einen lokalkompakten und lokal zusammen-
hingenden Hausdorff-Raum X ist:

(750) HME(X) := m, Homeo(X)
dessen k-te Homootopiegruppe.

Definition 118.3 (Kohomootopiegruppe). Fiir einen lokalkompakten und lokal zusam-
menhdngenden Hausdorff-Raum X ist:

(751) HME*(X) := 7* Homeo(X)
dessen k-te Kohomootopiegruppe.
119. ZELLULARE HOMOLOGIE

Definition 119.1 (Zelluldrer Kettenkomplex). XXXX
(752) CMNX,A) = Hp (X, Xpi1)

Definition 119.2 (Zelluldire Homologie). XXXX
(753) HE(X, A) = HL(C(X, 4),0,)

Lemma 119.3. Die singuldre und zelluldre Homologie sind isomorph.
Beweis. XXXX 0
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120. ZELLULARE KOHOMOLOGIE
Definition 120.1 (Zelluldrer Kettenkomplex). XXXX
(754) Cgell(X7 A) = Hn<Xn> XTL+1)
Definition 120.2 (Zellulire Homologie). XXXX
(755) H:eH(Xv A) = H*( (:ell(Xa A)va.)
Lemma 120.3. Die singulare und zelluldre Kohomologie sind isomorph.

Bewers. XXXX O

121. TOR-FUNKTOR

Fiir eine kurze exakte Sequenz von R-Linksmoduln:

(756) 0-x25vSz-o0

ist fiir ein R-Rechtsmodul A die Sequenz von abelschen Gruppen:
(757) ARp X 24%% Ao Y 94%% Ag,Z -0
ebenfalls exakt.

Lemma 121.1. Das Tensorprodukt ist linksexakt.

Beweis. Sei R ein Ring und A, B und C jeweils R-Linksmoduln sowie 0 — A ENY RN
C — 0 exakt. O

Definition 121.2. Die n-te Linksableitung des Tensorprodukts:
(758) Tor(X,Y) := Lu(~ ®r Y)(X) & Ly(X @5 —)(Y)
1st der Tor-Funktor.

122. EXT-FUNKTOR
Lemma 122.1. Der Hom-Funktor ist rechtsexakt.

Beweis. Sei R ein Ring und A, B und C jeweils R-Linksmoduln sowie 0 — A ENY;JEN
C — 0 exakt. O

Definition 122.2 (Extensionsgruppe). Die n-te Rechtsableitung des Hom-Funktors:
(759) Ext"(X,Y) := R, Hom(—,Y)(X) 2 R, Hom(X, —)(Y)
st der Ext-Funktor.

123. GRUPPENHOMOLOGIE
Der Funktor:
(760) — AbGrp, A— Ag = Axz G
Alternativ lasst sich die Gruppenhomologie auch mit dem Tor-Funktor definieren:

(761) H,(G, A) = TorZl%(7, A)
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124. GRUPPENKOHOMOLOGIE
Alternativ lédsst sich die Gruppenkohomologie auch mit dem Ext-Funktor definieren:
(762) H"(G, A) = Exty(Z, A)
125. QUANTENKOHOMOLOGIE

Definition 125.1 (Kleine Quantenkohomologie). Fiir eine geschlossene symplektische
Mannigfaltigkeit X ist:

(763) *(X,R) = (H*(X,Z)/TorH*(X,Z))@ZR
ihre kleine Quantenkohomologie.
126. FUNDAMENTALGRUPPOID

Definition 126.1 (Fundamentalgruppoid).

127. TOPOLOGISCHE GRUPPE

Definition 127.1 (Topologische Gruppe). Eine Gruppe X, die mit einer Topologie ver-
sehen ist, sodass:

I.) Die Gruppenverknipfung o: X x X — X beziiglich der Produkttopologie stetig ist.
I1.) Die Inversenbildung -—': X — X stetig ist

ist eine topologische Gruppe.
128. KOMPAKTE UND LOKALKOMPAKTE GRUPPEN
Definition 128.1 (Lokalkompakte Gruppe).
Jede Gruppe G wird mit der diskreten Topologie P(G) zu einer lokalkompakten Gruppe.

129. NOETHERSCHE RAUME

Definition 129.1 (Noetherscher Raum). Ein topologischer Raum, in dem jede aufstei-
gende Kette von offenen Mengen Uy C Uy C ... C U, C ... stationdr wird, also:

(764) dneNVm >n: U, =U,

wird noethersch genannt.

Lemma 129.2. Unterrdume von noetherschen Raumen sind noethersch.

Bewezs. U
Lemma 129.3. Noethersche Riume sind quasi-kompakt.

Beweis. O

130. SPEKTRUM EINES RINGS (TOPOLOGISCH)

Satz 130.1 (Zariski-Topologie). Fiir einen Ring R ist: eine Topologie, die Zariski-Topologie
auf seinem Spektrum Sec(R).

Beweis. 0
Lemma 130.2. Das Spektrum eines Ringes ist quasikompakt.

Beweis. U
Lemma 130.3. Das Spektrum eines noetherschen Rings ist noethersch.

Beweis. O
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131. co-SPHARE

(765) SOO — COhmneN Sn
(766) TS = 73, colimpen S™ = colimyey mxS™ = colim,,cy 75" = 1
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